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Prefacio

Este documento foi escrito pelo estagiario e consiste na resolucdo de alguns dos exercicios
deixados pela professora na disciplina de Espagos Topoldgicos. Em cada capitulo foi adicionado
uma segdo de exercicios extras, escolhidos e resolvidos pelo estagiério.

Essa se trata de uma primeira versdao do documento, entdo podem haver erros. Caso encontre
algum, seja de conceito, resolugdo, enunciado, erros de digitagdo, entre outros, favor mandar
sugestao no email: lucas.ozaki@unesp.br
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1. Exercicios para P1

1.1 Conceitos iniciais, aplicagoes continuas e homeomorfismo

Mostre que se X possui a topologia discreta entdao X é metrizavel.

Solugao. Seja X um espago qualquer e considere (X, T), onde T = P(X), i.e, todo subconjunto de
X é aberto. Recordemos que a métrica discreta d: X x X — R em X é defina por

0, x=
d(x,y):{1 X;’éi

Primeiro, observe que a topologia induzida por d, T4, € dada em termos de bolas abertas, isto
é, paracadax € Xer >0, B(x,r) ={y € X:d(x,y) < r}. Assim, U C X é aberto nessa topologia
se para qualquer x € U existe r > 0 tal que B(x,r) C U.

Agora, note que pela definigdo de d, se r > 1 entdo os abertos sdo caracterizados por B(x, 1) = X,
e caso r < 1, entdo os abertos sdo B(x,r) = {x}, isto &, conjuntos unitarios. Dessa forma, devemos
verificar que 14 = 7. Note que 14 C T = P(X) é satisfeita por definigdo de topologia (i.e., uma
colegdo de subconjuntos). Por outro lado, considerando U C X arbitrario e x € U, temos

B (x, %) ={x} C U,

o qual é aberto pela defini¢do de T4 €, portanto, T C Tg4. |

Seja X um espago topolégico metrizavel. Prove que para todo par a,b de pontos de X, com
a # b, existem subconjuntos abertos U, e U, contendo a e b, respectivamente, tais que
U, Ny, = 0.

Solugao. De inicio, observe que sendo X metrizavel, existe uma métrica d que induz a topologia
T4 em X, tal que os abertos de T4 sdo bolas abertas (veja exercicio anterior). Como a # b, temos
d(a,b) > 0 e assim basta considerar

U, =B(a,r) e U, =B(b,r)



d(a,b)

onde r = . De fato, caso U, N Uy, # () entdo existe x € U, N Uy, tal que
d(a,b) < d(a,x) + d(x,b) < d(a,b),
o que sabemos ser uma contradigo e, portanto, U, N Uy = 0. |

Use o Exercicio 2 para mostrar que se X possui pelo menos dois pontos e possui topologia
concreta entdo X ndo é metrizavel.

Solugao. Considere a propriedade do Exercicio 2 como “propriedade H”. Asim, tal exercicio nos
diz o seguinte

(E2) Se X é metrizavel entdo vale a propriedade H.

Isto posto, o presente exercicio se reduz a provar que se X possui pelo menos dois pontos, entao
ndo vale a propriedade H, isto €, exibir um par de pontos distintos que nao pode ser separado por
abertos disjuntos.

Como X possui pelo menos dois pontos, sejam a,b € X tal que a # b. Suponha, por contradigdo,
que X seja metrizavel. Assim, por (E2) existem abertos U, e Uy, contendo a e b, respectivamente,
tal que U, N Uy, = (). Uma vez que X possui a topologia concreta, os tinicos abertos da topologia
sdo () e o proprio X. Devemos, entéo, analisar as possibilidades para U, e Uy; analisemos somente
para U,, visto que os argumentos para U, sao analogos.

Considerando U,, este deve conter o ponto a e, portanto, U, # (). Logo, em razdo de X possuir
a topologia concreta, a Ginica opgdo restante é U, = X e, pelos mesmos argumentos, tem-se U, = X.
Dessa forma,

U, NU, =XNX=X#0,

onde a diferenga segue do fato de X conter pelo menos o ponto a (na verdade, contém a e b). Note
que isso contradiz a propriedade H, i.e., o fato de U, N U, = (), e tal contradigdo veio do fato de X
ser metrizavel. Portanto, tal fato ndo pode ocorrer. [ |

Exercicio 1.4

Considere X = R e § uma colegdo de subconjuntos de X satisfazendo a seguinte propriedade:
U € S se, e somente se, U C R e, para cada s € U existe t > s tal que a semirreta [s, t)
estd contida em U. Mostre que S define uma topologia em X = R. Além disso, mostre
que em (R, S) os conjuntos [s,t) sao abertos e fechados, e determine o fecho, em (R, S), dos
intervalos (a,b), [a,b), (a,b] e [a, b].

Solugao. Primeiro é importante observamos o que a condigdo de pertencer a S de fato estd nos
dizendo; note que esta é uma condigdo do tipo “fixado um ponto s € U obtemos o t correspondente”,
em outras palavras, fixado o s obtemos o intervalo correspondente. Agora, observe que () € S segue
por vacuidade, uma vez que nio existe s € () para considerarmos; ainda, seja s € R arbitrario e
note quet =s+1>se[s,t) CR, e pela arbitrariedade de s obtemos R € S.
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Seja {U;}ic; uma familia arbitraria de elementos de S, onde I é um conjunto de indices arbitrario.
Devemos verificar que ts =: | J;.; Ui € S. Considerando s € Ts, existe i € I tal que s € U; € S,
donde existe t > s tal que

iel

[S)t) C ui C Ts,

com a segunda inclusdo acima ocorrendo pelo fato de que a unido de conjuntos contém cada um
de deus elementos. Logo, pela arbitrariedade de s, concluimos ts € S.

Considere U;,U; € S e defina ts = U; N U;. Tomando s € 15 arbitrario, temos s € U; € S e
s € U; € S, donce segue que existem t; > s e t, > s tal que

[S)tl) C u] € [S)tZ) C uZ-
Seja t = min{t;, t,} e note que
[s,t) C[s,t5) Cc Uy e [s,t) C[s,t2) C Uy,

0 que por sua vez implica em
[S,t) C U1 N uz =Tgs,

e, pela arbitrariedade de s, segue 15 € S, o que implica S define uma topologia em R.

Observe que [s,t) ser aberto segue pelo fato dos intervalos [s,t) serem os abertos bésicos da
topologia S. Por outro lado, para verificar que [s,t) é fechado em (RR,S), devemos mostrar que
o complementar R\ [s,t) = (—o0,s) U [t,00) é aberto em (R,S), isto &, que R\ [s,t) satisfaz a
condigdo para pertencer a S. Para x € R\ [s, t) arbitrario, devemos verificar a existéncia de t>x
tal que [x,t) C R\ [s,t). Note que temos dois casos para considerar:

(C1) x € (—o0, s): basta tomar t = s, de tal modo que

[x,:c/) C (—oo,s) C R\ [s, t);

(C2) x € [t,00): basta tomar t=x+ 1, de tal modo que

[x,t) C [t,00) C R\ [s,1).

Logo, (C1) e (C2) nos garantem que R\ [s,t) € S e, portanto, [s,t) é fechado.

Para calcular os fechos dos conjuntos com relagio a (R,S), recorde que x € Y se, e somente
se, todo aberto que contém x intersecta Y, i.e., para todo U > x, UNY # (). Com a topologia em
questdo, temos que x € Y se, e somente se, para todo t > x tem-se [x,t) N Y # ). Logo, devemos
analisar os seguintes casos

(i) (a,b) = [a,b): devemos analisar, de acordo com o critério acima, as possibilidades dos
pontos. Se x = a, entdo para todo t > a temos [a,t) N (a,b) # () (basta analisar observar que
todos os pontos de (a, min{t,b}) € [a,t) N (a,b)), donde a =x € (a,b). Se a < x < b, entdo
x € (a,b) C (a,b), uma vez que o fecho de qualquer conjunto é o menor fechado que o contém.
Se x = b, tome t > b, considere o aberto béasico [b,t) e note que [b,t) N (a,b) = @), donde
segue b ¢ (a,—b). Se x < a, tome x < t < a e note que [x,t) s6 tem pontos estritamente
menores que a, e assim [x,t) N (a,b) = 0, obtendo x ¢ (a,b). Por fim, se x > b basta

observar que qualquer intervalo [x,t) somente possui pontos estritamente maiores que b, e

assim x ¢ (a,b). Portanto, diante dos cinco itens verificados, concluimos que (a,b) = [a, b).
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(ii) [a,b) = [a,b): a justificativa para este caso reside no fato de que [a,b) é fechado (segunda
parte do exercicio) e, portanto, seu fecho é ele mesmo.

(ii1) (a,b] = [a, b]: argumentos similares aos utilizados em (i). Se x = a, entdo [a,t) N (a, b] # 0,

e assim a € (a,b]. Se a < x < b, entdo x € (a,b] C (a,b]. Se x > b, entdo qualquer intervalo

[x,t) somente possui pontos estritamente maiores que b, donde x ¢ (a,b]. Por fim, se x < a

entdo [x,t) N (a,b] = 0 e, portanto, x € (a,b]. Pelos quatro itens verificados, concluimos o

desejado.
(iv) [a,b] = [a, b]: Neste caso, é suficiente verificar que [a, b] é fechado em (R,S). Observe que
R\ [Cl, b] = (_OO) Cl) ) (b) OO))

e ambos os conjuntos acima pertencem a S. De fato, para (—oo,a) e x < a tem-se [x,a) C
(—oo,a). Para (b,0c0) e x > b, temos [x,t) C (b,00) contendo pontos estritamente maiores
que b. Portanto, ambos os conjuntos sdo abertos da topologia, o que nos garante R \ [a, b]

ser aberto. Logo, [a,b] é fechado o que por sua vez nos garante [a, b] = [a, b].

Os itens (i)-(iv) concluem o exercicio. |

Observacao 1

Dependendo da referéncia, a topologia acima recebe o nome de “lower limit topology” ou
também “Sorgenfrey line in R”, e quando R estd munido com tal topologia, denotamos por
R,. Outro fato com relagdo a definicdo de topologia; ha referéncias em que a condigao com
relacgdo a intersecdo nos diz “A intersecdo de uma familia finita de membros de T pertence a 1.
Entretanto, ao garantir a propriedade para dois elementos, o caso finito segue por indugao.
De fato, supondo que U; N---N U, € T, temos

WNn-NUNUpy = (U N---NUR) N U,

isto é, obtemos a intersegdo de dois elementos de T.

Além disso, esse exercicio nos mostra o quanto a topologia influencia na estrutura dos fechos
em um conjunto. Quando consideramos R com a topologia usual, o fecho de todos os inter-
valos considerados acima coincidem e sdo iguais a [a, b], enquanto que (pelo exercicio feito)
ao considerar a topologia S tal fato muda.

Exercicio 1.5

Seja (X, Tx) um espago topolégico. Entao, os seguintes itens ocorrem:
(a) 0 e X sdo fechados.
(b) A unido finita de fechados é fechada.

(c) A intersegdo arbitraria de fechados é fechada.




Solugao. (a): Basta observar que () é o complementar de X, e que X por sua vez é o complementar
de (), ambos elementos da topologia de X e, portanto, abertos. Tal fato nos garante que () e X sdo
fechados.

(b): Suponha que C; sdo fechados para todo i € {1,...,n}, ou seja, cada X — C; é aberto. Pela
Lei de DeMorgan, obtemos

n n
X—UClzﬂ(X—Cl) € Tx,
i=1 i=1
0 que por sua vez nos garante que a unido finita de fechados é fechada.
(c): Sejam {Ci}ic; uma colegdo arbitraria de fechados, isto é, X — C; é aberto por definigdo para
todo i € I. Novamente pela lei de DeMorgan, obtemos

X_ﬂci:U(X_Ci) € Tx,

iel iel

donde segue que intersegdo arbitraria de fechados é fechada. |

Exercicio 1.6

Seja X um conjunto e y uma familia de subconjuntos de X satisfazendo:
(a) 0, X €;
(b) a unido finita de elementos de y esta em v;
(c) a intersegdo arbitraria de elementos de y estd em .

Mostre que T ={X—V :V € v} é uma topologia para X.

Solucao. De inicio, observe que o fato de () e X pertencerem a T segue diretamente do item (a)
atrelado a definigdo de topologia. Os demais fatos seguirdo como aplicagdo das Leis de DeMorgan
atreladas aos itens (b) e (c¢). De fato, considerando {U;}ic; C T uma colegdo arbitréria, pela

definigao de T obtemos
U =X-V, Viey

para todo i € 1. Pelas Leis de DeMorgan atreladas ao item (c), segue que
L_JLL'L :U(X—Vl) :X—ﬂVI €T
i€l icl iel
Agora sejam U,;, U, € T tais que

UWi=X—V; e Uy=X—V,

com Vi,V; € y. Utilizando as Leis de DeMorgan mais uma vez, porém agora atreladas ao item
(b), obtemos
LN =(X=-ViI)INn(X=Vy) =X—(V;UV,) € T,

e assim obtemos que T é uma topologia para X. [ |



Prove que em um espago topolégico com a topologia discreta todo subconjunto é simultane-
amente aberto e fechado.

Solugao. Ao considerar (X, tx) onde tx = P(X), segue que todo subconjunto de X é aberto. Ainda,
uma vez que X — A € Tx por ser subconjunto de X, entdo segue que A é fechado. [ |

Exercicio 1.8

Mostre que se um espago possui apenas um naimero finito de pontos, cada um dos quais é
fechado, entdo esse espago possui a topologia discreta.

Solugao. Considere (X, T) um espago topologico tal que X = {xy,...,x,}, € note que T C P(X) por
vacuidade. Por outro lado, seja A € P(X) arbitrario e note que
X-A= |J &
xEX—A

é finito, haja vista que X — A C X possui no maximo n elementos. Ainda, pelo Exercicio 1.5-(b)
temos que X — A é fechado, uma vez que cada {x} é fechado.

Portanto, segue que X— (X—A) = A é aberto por definigdo, donde segue que P(X) C T e assim
concluimos que a topologia do espaco é a discreta. [

Observagao 2

Observe que a hipoétese de X ser finito no Exercicio 1.8 é essencial, caso contrario ndo seria
possivel utilizar o Exercicio 1.5-(b) para concluir o desejado.

Exercicio 1.9

Sejam (X, T) um espago topolégico e Y C X. Mostre as seguintes identidades:
(@) X—=Y=X—Y.
(b) Y=YUDOY.

(c) oY =0 se, e somente se, Y é simultaneamente aberto e fechado.

Solugao. (a): Pode ser verificado de dois modos, vejamos ambos. Primeiro, tomando x € X — Y
implica x ¢ ?, 0 que por sua vez garante que ndo existe V aberto tal que x € VC Y. Seja U C X
um aberto arbitrario tal que x € U e, portanto, U C Y (pelo fato constatado anteriormente). Dessa
forma, existe y e U C X talquey ¢ Y, donde y € X —Y, ou seja, y € UN (X—Y) e assim

un(X—Y) #0.



Sendo U um aberto arbitrario contendo x tal que UN (X —Y) # (), entdo x € X — Y C X.

Agora, seja x € X—Y C X (onde a inclusdo segue do fato de X — Y ser subconjunto de X).
Assim, nos resta provar que x ¢ Y. Seja, pois, V C X um aberto arbitrario com x € V e note que,
sendo um aberto de X, VN (X —Y) # 0, i.e., existe y € VN (X —Y), o que por sua vez implica
yeVey¢Y,ouseja, VCY. Observe que mostramos a existéncia de um aberto arbitrario V 5 x
tal que V C Y, o que nos garante x ¢ Y.

Para o segundo modo de verificar tal prova, basta utilizar a definigdo de interior de um conjunto
atrelado as Leis de DeMorgan.

(b): Considere y € Y e observe que devemos considerar dois casos. Se y € Y, ndo ha o que
provar e o resultado segue. Casoy ¢ Y, entdoy € X —Y C X —Y e, portanto,

yeYNX—Y=20Y.

Observe que a outra inclusdo é imediata, uma vez que Y CYedY=YNX—-YCY.
(c): Primeiro, note que pelo item (a) atrelado a definicdo de fronteira de um conjunto, obtemos

J— —_ o

Y =YNX—Y=YN(X-Y)=Y—Y,

isto é, a fronteira de um conjunto pode ser vista como o que resta de seu fecho apés retirarmos o
seu interior. Agora, suponha que dY = (), o que implica em Y — Y = () (pelo fato acima), donde
segue que Y C Y. Logo, utilizando as definigdes de fecho e interior de um conjunto, obtemos

YCYCYCY,

0 que nos garante Y=Y=Y. A primeira igualdade nos diz que Y é aberto, enquanto a segunda
nos fiz que Y é fechado.

Por outro lado, suponha que Y seja aberto e fechado em X. Por ser um conjunto aberto segue
Y = \O(, e por ser um conjunto fechado obtemos Y = Y. Assim, utilizando o fato constatado no
inicio deste item, obtemos

N=Y-Y=Y-Y=0,

o que conclui o exercicio. |

Exercicio 1.10

Seja (X, T) um espago topoldégico. Prove as sentencas a seguir:
(a) SeUel,elUCVCX,entdoV el,.
(b) Se U,V € U, entdo UNV € U,.

(c) Dado U € U, existe V € Uy, V C U, tal que U € Uy paracaday € V.

Solugao. De inicio, recordemos o conceito de vizinhanga (e conjunto de vizinhangas):

Definigao 1. Seja (X, T) um espago topolégico e x € X. Diremos que U C X é uma vizinhanga de
x se x € U, e denotamos por U, o conjunto de vizinhancas de x.



Uma vez que
U= J{VcX: Véabertoe V C U},

entdo a definigdo de vizinhanga pode ser reescrita da seguinte forma: U C X é uma vizinhanga de
x se existe um aberto V. C X tal que x € V C U.

(a): Primeiro, observe que se A C B entéo A C B. De fato, como o interior de um conjunto é
o maior aberto do espago contido no préprio conjunto, entdo A C A CBeB éo maior aberto de
X contido em B, e necessariamente devemos ter A C B. Isso posto, basta observar que se U € Uy
eUCVentioxeUcCV e, portanto, V € U,.

(b): Aqui, observe que ANB = (ANB) (tal propriedade pode ser verificada utilizando a
definicdo de interior atrelada as Leis de DeMorgan). Com isso, se U,V € U, entdo

xelUnNV=(UnNV),

o que nos garante UNYV € U,.
(c): Dado U € Uy, basta considerar V = U e observar que se y € V = U entdo U € U,. [

Para resolver o préximo exercicio utilizaremos o seguinte resultado auxiliar, provado nas notas
de aula.

Lema 2. Sejam B e B’ bases para as topologias T e T/, respectivamente, sobre um mesmo
conjunto X. Sao equivalentes:

(a) tCcT

(b) Para cada x € X e cada B € B com x € B, existe B’ € B’ tal que x € B’ C B.
Considere as seguintes topologias sobre R:

T; = topologia usual;

T, = K-topologia;

T3 = topologia do complemento finito;

T, = topologia do limite superior, com elementos basicos da forma (a, bl;

Ts = topologia com elementos basicos (—oo, a).

Determine, para cada uma dessas topologias, quais das outras ela contém.

Solugao. Observe que 15 C T7. Com efeito, (—oo, a) é aberto em T;, uma vez que dado x < q,
tem-se x € (x—1,a) C (—oo, a). Por outro lado, note que unides de elementos da forma {(—oo, a)}
sdo novamente semirretas da forma (—oo,s) ou R toda, de modo que

5 = {0} U{R} U{(—00,a) : a € R},
Como (0,1) € 7y ndo tem essa forma, a inclusdo é estrita.
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Agora, note que t; C T;. Se U € T3 é ndo vazio, entdo obtemos a representagdao U = R\ A com
A finito. Isso posto, dado x € U defina ¢ = min{|[x —y|:y € A} > 0. Entdo (x —e,x+¢) C U, e
pela arbitrariedade de x segue que U € T;. Ainda, a inclusdo é estrita, uma vez que (0,1) € Ty é
tal que R — (0,1) = (—o00,0] U [1, c0) é infinito.

T3 = complemento finito

U=R\Ay

V=R\Ay

unv+#£0o
R

ainda restam infinitos pontos: dois abertos ndo vazios nunca sio disjuntos.

Observemos agora que T; C T,. Primeiro, note que todo elemento bésico (a,b) de T; é elemento
béasico de T,, donde segue que T; C T,. Além disso, também temos que a inclusao é estrita, uma

vez que (—1,1) \ K € T, mas n&o é aberto em Ty, pois todo intervalo (—¢, ¢) contém pontos 1/n
para n grande.

T, = K-topologia, K ={1/n}

o o (a,b)
o ponto 0 permanece
(pois 0 ¢ K)
o o (a,b)\K

nenhum (—¢,¢) evita K

0 3

N|=
-

Também temos 11 C 14. Com efeito, dado x € (a, b), tome ¢ com a < ¢ < x e note que
x € (¢,x] C (a,b),
o que implica T; C 14. A inclusdo também é estrita, uma vez que (0, 1] € 14 ndo é aberto em T;.

T4 = limite superior, base {(a, b]}
extremo direito incluido

o (a,b]
existe ¢ < b com (¢,b] C (a,b] Oy (c,b]
o----0 x todo (b—e¢,b+¢) escapa
R
a b

b é interior em T4 mas ndo em 7;: é isto que torna T C 14

Vejamos que 1; C T4. Basta mostrar que cada elemento béasico de T, é aberto em T14. Note
que o caso de (a,b) ser aberto em T4 segue pelo fato verificado logo acima. Para (a,b) \ K, seja
x € (a,b) com x ¢ K. Devemos exibir ¢ < x com (¢,x] C (a,b) \ K, isto &,

(¢,x] € (a,b) e (c,x]NK=40.

Devemos, entdo, considerar trés casos:
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(K1) x <0: como K C (0, 1], qualquer ¢ com a < ¢ < x serve, pois (c,x] C (—oo,0] é tal que

(e, xINK =10

(K2) x > 1: considere max{a, 1} < ¢ < x, e note que (c,x] C (1,+0c0) é disjunto de K,

(K3) 0 < x < 1ex¢K: entdo existe n > 1 com —7 < x < 1. Neste caso, seja ¢ satisfazendo
1 1

max{a, -7} < ¢ < x e observe (c,x] C (n_+1> E)’ o qual é disjunto de K.

Por (K1)-(K3), concluimos que 1, C 14. Além disso, a inclusdo é estrita pois (0,1] € 14, mas
qualquer elemento basico de T, que contenha 1 é da forma (a,b) ou (a,b)\ K com b > 1, contendo
portanto pontos maiores que 1, o que por sua vez implica (0, 1] € 5.

Note que 15 C T4, uma vez que

(—OO,Cl) = U(a_n) a_%])

n>1

a qual sabemos ser vélida pelo curso de Anélise I (parte de topologia da reta). Também obtemos
a inclusdo estrita, pois (0, 1] ¢ Ts.

Por fim, T3 e T5 sdo incomparéaveis, uma vez que R \ {0} € 13 néo é da forma (—oo, a), ) ou R.
Logo, ndo é um elemento de 5 (veja o fato verificado no inicio do exercicio). Ainda, (—o0,0) € T5
possui complementar [0, +oc0) infinito e, portanto, ndo é um elemento de ;.

Para guardar: Vale a cadeia
TCT T & Ty 5 & T

e todas as demais relagdes seguem por transitividade (t3,7s C T2 € 13,75 C T4), exceto T3 € T, que
sdo incomparaveis pelo fato verificado acima. Em particular, 14 é a mais fina de todas e nenhuma

contém T, propriamente.
topologia do limite superior
* base {(a, bl}
(0,1]

K-topologia
base {(a, b)} U{(a,b) \ K}

topologia usual
! base {(a,b)}

(0,1) (0, 1)

complemento base
finito {(—o0, a)}
O diagrama acima resume os fatos verificados neste exercicio. [ |

Para o préximo exercicio, utilizaremos o seguinte resultado visto em aula (Lema 2.6).
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Lema 3 (Lema 2.6, notas de aula). Seja X um espago topoldgico. Suponha C uma colegdo de
conjuntos abertos de X tal que para cada aberto U de X e cada x € U, existe C € C com
x € CC U. Entao C é uma base para a topologia de X.

Exercicio 1.12

Aplique o Lema 3 para mostrar que a colecio enumeréavel
B={(a,b):a<b,a,beQ}

€ uma base que gera a topologia usual de R.

Solugao. Primeiro, observe que qualquer intervalo aberto é um aberto na topologia usual de R.
Agora, seja U um aberto na topologia usual de R e considere x € U. Por definigdo, existe ¢ > 0
com (x —¢&,x + ¢) C U. Pela densidade de Q em R (fato provado no curso de Anélise I), tomando
aceQnx—gx)ebeQnN(x,x+¢),obtemos a<x<b,a,becQe

x € (a,b) C (x —¢g,x+¢) C U

Pelo Lema 3, B é base da topologia usual de R.

(e, o} OO0 U aberto na topologia usual
X —¢€ X+ e
o o (x —e,x+€)
aeQ be
o e 0O (a,b), a,b € Q
X
} F— — 1 1 } F— L F— i } } F— R

marcas: pontos de Q (densos)

Densidade de Q: existem a,b€ Qcomx—e¢ <a<x<b<x+¢. Logox € (a,b) C (x—¢ex+e)C U

Observagao 3

O exercicio anterior motiva o seguinte conceito: Sendo (X, T) um espago topolégico, dizemos
que (X, T) satisfaz (1) o primeiro axioma de enumerabilidade se cada x € X admite uma
base de vizinhangas B, que é enumeravel; (2) o segundo axioma de enumerabilidade se
existe uma base B para T que é enumeravel. Isso posto, observe que B do Exercicio 1.12
é enumeravel, pois estd em bijegdo com um subconjunto de Q x Q, o que implica (R, 1)
satisfazer o segundo axioma de enumerabilidade.

Para o préximo exercicio, utilizaremos o seguinte resultado auxiliar.

Lema 4 (Lema 2.5, notas de aula). Seja X um conjunto e B uma base para uma topologia T
sobre X. Entdo T consiste da colecdo de todas as unides de elementos de B5.
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Mostre que a colegao

C ={la,b):a<b,a,beQ}

€ uma base que gera uma topologia diferente da topologia do limite inferior sobre R.

Solugao. Ao contréario do que foi feito no Exercicio 1.12, aqui devemos utilizar a definigao de base.
Observe que pela densidade de Q em R, atrelada ao fato de que [a,b) é um subconjunto de R,
dado x € R basta escolher racionais a < x < b, tal que x € [a,b) € C. Ainda, se x € [a,b) N [c, d)
com todos os extremos racionais, entdao basta considerar

C = [max{a, c}, min{b,d}) € C

e observar x € C C [a,b) N [c,d), com C ndo vazio pois contém x, e os extremos sdo racionais.
Portanto, C é uma base para R.

Considere ¢ a topologia gerada por C. Afirmamos que T; é mais grossa que Tg, (topologia do
limite inferior). Note que cada elemento de C é um elemento de Tg, pela definigdo desta topologia,
e assim C C Tg,. Sendo Tg, uma topologia, toda unido de elementos de C estd em Tgr,. Logo, pelo
Lema 4 obtemos 1¢ C Tg,.

Agora, considere [v/2,3) € T, € note que [v/2,3) ¢ t.. De fato, caso contrario, existiria
[a,b) € t¢ tal que

V2 € [a,b) € [V2,3),
o que exige a < /2. Como a € Q e vV2 ¢ Q, tem-se a < v/2. Mas entdo a € [a,b) e a < v/2, logo
a ¢ [v/2,3), contradizendo [a,b) C [v/2,3). Portanto t¢ C Tg,.

Todo x esta em algum [a,b) € C

aeQ x =2 beQ

R
V2

De a < x segue a < x, logo x € [a,b). Mas x fica no interior, nio no extremo esquerdo.

Em Tg,: [V'2,3) é ele proprio basico

o [V2,3)

R
V2 3

Em 7¢: todo [a,b) € C com V2 € [a,b) transborda

o [v2,3)
X o) tentativa [a;,bq)
tentativa [ay, by)
X Qe m——() y
R
V2 3

Como a; € Q e V2 ¢ Q, nunca vale a; = v/2: forga-se a; < v/2, e o trecho vermelho [a;, v/2) escapa de [v2,3).
Aproximar a; de v/2 nio adianta — o trecho vermelho encolhe mas nunca desaparece. Logo [v/2,3) & ¢ e T¢ C TR, -
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Exercicio 1.14

Considere T a topologia gerada pela base B (veja Definicdo 2.1 das notas de aula). Mostre
que T €, de fato, uma topologia.

Solucgao. De inicio, observe que o fato de () e X pertencerem a T seguem por vacuidade e pela
definicdo de T, respectivamente. Agora, seja {U;}ic; uma colegdo arbitraria de elementos em T e
tome x € | J;.; U; arbitrario. Existe, pois, i € I tal que x € U;. Como U; é aberto, existe B € B tal
que x € B C U; C [J;; Ui, 0 que nos garante que a unido estd contida em T por definigdo.

Agora, sejam Uy, U, elementos de T e considere x € U; NU,. Por definigdo de T, sejam B; C W,
e B, C U, tais que

xeB CclU, e xeB,CU,.

Ainda, uma vez que B é uma base, podemos encontrar B; tal que x € B; C By N B,. Dessa forma,
x € B3 e B3 C U; N U;, donde segue que U; N U, € T por definicdo.

Logo, T € uma topologia para X.

uniao arbitraria intersecao de dois
u
-
[§5)
x € UJ; Ui = x € U para algum i x €By C U ex € By C Uy;
= dBeBcomxeBC U ClJ; W a condigdo (ii) de base d4 B3 com x € B3 CB1NB, C Uy NU;

|
A partir deste momento, propriedades envolvendo imagem direta e inversa de unides e interse-

¢Oes de conjuntos serdo de grande importancia. Em razao disso, recordemos na observagao abaixo
as principais propriedades.

Observacao 4

Sejam X e Y conjuntos e considere uma fungdo f: X — Y. Recorde que se A C X e B C Y,
entdo definimos

(i) Imagem de A por f como f(A) ={f(x) € Y:x € A}.
(ii) Imagem inversa de B por f como f~'(B) = {x € X: f(x) € BL.

E importante observar que a imagem inversa (ou pré-imagem) f~'(B) sempre existe, mesmo
que f ndo possua inversa, o que nos leva ao fato de que f~'(B) representa imagem inversa de
B e ndo a imagem de B pela inversa de f, sendo tal comentéario importante uma vez que as
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igualdades a seguir nem sempre valem
f1(f(A))=A e f(f'(B)) =B.
Agora, considere A,A; C X, 1€, e B,B; CY, 1€ [. Entdo valem as seguintes relagdes:
(RT) £ (Uiel Bi) = Uier f71(By).
(R2) £ (ﬂiel Bi) = Nier f71(By).
(R3) f1(Y—B)=X—f"(B).
(R4) f (Uiel Ai) = Uiel f(AL).
(R5) f (ﬂiel Ai) C (ier T(A4), com igualdade se f injetiva.
(R6) f(X—A) CY—f(A), com igualdade se f injetiva.
(R7) f(X—A) DY —f(A), com igualdade se f sobrejetiva.
(R8) A C f'(f(A)), com igualdade se f injetiva.

(R9) f(f'(B)) C B, com igualdade se f sobrejetiva.

Sejam X um conjunto arbitrario e T, T, duas topologias sobre X. Prove que a funcao identi-
dade Id: (X,T1) — (X, T2) é continua se, e somente se, T, C T;.

Solugao. Considere X; = (X, T1), X5 = (X, 7T2) e recorde que por f: X; — X; ser identidade entdo
temos f~'(V) = V, para qualquer V C X,. Isso posto, suponha que f seja continua e considere
U € 1,. Assim, U = f~'(U) é aberto em X; pelo fato de f ser continua e, portanto, U € T; o que
nos garante T, C 1.

Por outro lado, supondo que T, C 17, obtemos que U € T, implica U € 1;. Portanto, conside-
rando U € T, arbitrario e usando que f é a identidade, temos que f~'(U) = U € T;, donde segue
que f é continua. [ |

Observagao 5

O exercicio anterior nos motiva a definir o conceito de uma topologia ser mais fina que outra.
Sendo Ty, T; topologias para um espacgo X, se T; C T; entdo dizemos que a topologia T; é mais
fina que T, isto é, que T; possui mais abertos que T;.

16



Exercicio 1.16

Seja X um espaco com a seguinte propriedade: para todo espago topoldgico Y e toda fungao
f: X = Y, f é continua. Prove que X possui a topologia discreta. (Dica: Seja Y o espago X
com a topologia discreta).

Solugao. Considere f: (X,T) — (X,P(X)) sendo a aplicagdo identidade, com tal consideragdo
possivel em razdo da dica e pelo fato da propriedade do exercicio ser valida para qualquer fungao
f. Com isso, o exercicio se resume a verificar que P(X) C T, haja vista que a inclusdo contraria
sempre ocorre (pela definigdo de topologia e do conjunto P(X)).

Entretanto, observe que sendo f a aplicagdao identidade e continua, pelo exercicio anterior
obtemos que P(X) C T, o que conclui o exercicio. [ |

Seja Y um espago com a seguinte propriedade: para todo espaco topolégico X e toda fungao
f: X =Y, f é continua. Prove que Y possui a topologia concreta. (Dica: Seja X o espago Y
com a topologia concreta).

Solugao. A ideia é utilizar os mesmos argumentos do exercicio anterior. Considere a aplicagao
f: (Y,{0,Y}) — (Y,Ty) como a identidade, a qual podemos supor continua pela hipotese. Note que
pelo Exercicio 1.15, obtemos Ty C {(), Y}. A inclusdo contraria segue pela definigdo de topologia, o
que nos permite inferir que ty = {0, Y}. [

Exercicio 1.18

Seja X = (R,U), onde
U={0}U{R}U{(—00,x) : x € R}.

Prove que uma fungao f: X — X é continua se, e somente se, f € ndo-decrescente e continua
a direita no sentido classico.

Solugao. Inicialmente, observe que pela definicdo de continuidade, atrelada a de imagem inversa,
é suficiente analisarmos o que acontece com

1 ((—00,x)) = {y € X: f(y) € (—o0,x)} = {x € X: f(y) <},

uma vez que f' ({0}) =0 e f'({R}) = R pertencem a U. Seja U, = f'((—o00,x)), x € R.

Suponha que f seja continua, isto é, U, € U para todo x € R. Para o caso de f ser ndo-
decrescente, suponha que tal fato ndo ocorre, ou seja, existem y; < y, satisfazendo f(y;) > f(y2).
Considere x = f(y;) e note que f(yz) < x, o que implica y, € U,, e f(y;) = x, 0 que por sua vez
implica y; ¢ U,. Além disso, observe que para qualquer subconjunto V de ¢/ devemos ter:

(i) seyeVez<yentdozeV,

(ii) para todoy € V existe 6 > 0 de modo que [y,y +6) C V;,
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com a volta também sendo verdade, ou seja, temos uma condigdo necessaria e suficiente para que
um subconjunto da reta pertenca a ¢/ (Provar este fato é necessario, e para tal é suficiente que
vocés utilizem a definicdo dos conjuntos em questdo, atreladas a fatos estudados e provados no
curso de Andlise I sobre “Topologia de R”).

Dessa forma, pela hipoétese, devemos ter U, satisfazendo (i)-(ii). Uma vez que y; < y; €
y, € U,, a condigdo (i) implica que necessariamente devemos ter y; € U,, o que sabemos ser uma
contradigdo. Assim, devemos ter f ndo-decrescente.

Para provar que f é continua a direita, seja xo € R, € > 0 e considere x = f(xy) + ¢. Note que
U, é ndo-vazio, haja vista que f(xy) < f(xo) + ¢ = x. Como U, satisfaz (ii), existe & > 0 tal que
[x0, X0 + &) C U,. Agora, seja y € [xo,Xo + 0) e note que pelo fato de y € U, obtemos

fly) < x="f(xo) +e = fly) —f(xo) < e.

Além disso, se y = xo entdo f(y) — f(xo) = 0, e caso y > %o entdo pelo fato de f ser ndo-
decrescente, obtemos f(y) > f(x). Logo, f(y) — f(xo) > 0 e assim

IT(y) — fxo)| <.

Pela arbitrariedade de x,, segue que f é continua a direita.

Agora, suponha que f seja nao-decrescente e continua a direita e fixe x € R com U, definido
como anteriormente. Note que para mostrar que f é continua, é suficiente que verifiquemos as
condigbes (i)-(ii) para U,. Com efeito, para z € U, e y < z, obtemos f(y) < f(z). Como z € U,
nos garante (por definicdo) que f(z) < x, segue que

fly) < f(z) <x,

e assim, y € U,. Isso prova o item (i) para U,.
Ademais, seja y € U,, i.e., f(y) < x, e defina ¢ = x — f(y) > 0. Como f é continua a direita,
existe & > 0 tal que para qualquer z € [y,y + 0) obtemos |f(z) — f(y)| < ¢, donde segue que

f(z) — fly) < If(z) — fly)l < e =x—f(y),

0 que por sua vez implica em f(z) < x e, portanto, [y,y + &) C U,. Assim, a condigdo (ii) de fato
ocorre para U,. Sendo (i)-(ii) verdade, segue que f é continua. [ |

Exercicio 1.19

Uma fungao f: X — Y entre espagos topolégicos X e Y é continua se, e somente se, ' (C) é
fechado em X para todo C fechado em Y.

Solugao. Suponha que f seja continua e considere C C Y fechado, ou seja, Y — C é aberto. Pela
continuidade de f, X — f'(C) = f'(Y — C) é aberto em X e, portanto, f~'(C) é fechado em X.
Agora, considere U um aberto arbitrario de Y (Y—U é fechado) e note que f~' (Y—U) = X—f(U)
é um fechado em X por hipétese. Logo, X — (X — f~'(U)) = f'(U) é aberto em X o que implica
em f ser continua. [ |
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Exercicio 1.20

Se f: X = Y e g:Y — Z sdo aplicagdes continuas entre espagos topolégicos, mostre que a
composta go f: X — Z é uma aplicagao continua.

Solugao. Seja U um aberto em Z. Para verificar que g o f: X — Z é uma aplicagdo continua,
devemos mostrar que (g o f)~'(U) é aberto em X. De fato, note que g~ '(U) é um aberto em Y,
uma vez que g é continua, o que por sua vez implica em f~'(g~'(U)) ser aberto em X, pelo fato de

f ser continua. Por fim,
(gof) (W =Ff"og ' =f"(g7' (W)

nos garante que g o f &€ continua. |

Dé exemplos de espagos topolégicos X e Y e de uma bijegdo continua f: X — Y cuja fungao

inversa ndo seja continua.

Solugao. Considere X = (R,S), onde S é a topologia definida no Exercicio 1.4, e Y = (R, ty),
onde Ty representa a topologia usual de R, e considere f: X — Y a aplicagdo identidade. Sabemos
que f é uma bijegdo, mas sua inversa ndo é continua uma vez que [0,1) € S nédo é aberto em Ty.

Outro exemplo mais comum, é considerar a aplicagio que mapeia um intervalo na S', i.e.,
considere @: [0,271) — S' definida por ¢(t) = (cost,sint), t € [0,27), onde X = [0,21) e Y = §!
estdo com as topologias usuais de seus respectivos espagos. Note que ¢ estd bem definida, uma
vez que cos® t+sin’t = 1 implica @(t) € S'. O fato de ¢ ser continua segue pelo fato de cada uma
de suas componentes ser continua (também podemos verificar a continuidade com a topologia do
subespago, matéria da P2).

A sobrejetividade segue pelo fato de ¢([0,27)) = S' (onde o fato de 0 pertencer ao dominio é
essencial). De fato, tome (x,y) € S' arbitrario e note que x* + y?> = 1 implica x> < 1 —y? < 1,
donde segue que [x| < 1, ie,, x € [-1,1]. Ainda, sabemos que cos|g~: [0,71] — [-1,1] é uma
bijegdo, ou seja, existe um tnico t € [0, 7] tal que cost = x. Pela identidade fundamental, atrelada
ao fato de sin©® > 0 para 6 € (0, 7) e sin(0) = sin(7r) = 0, obtemos sint = |[y| para t € [0, 7], ou seja,
@(t) = (x,]yl). Para verificar que [y| =y, basta observar que: (1) se y > 0 tem-se @(t) = (x,y),
t e [0,71] C [0,2m); (2) se y < O, entdo ao considerar s € (0,71) com t = 27t — s, atrelado ao fato de

cos(2m —s) = cos(s) e sin(2t —s) = —sin(s), obtemos @(t) = (x,y) €, portanto, ¢ é sobrejetora.
Para verificar a injetividade, suponha coss; = coss; e sins; = sins;, com sq,s; € [0,27), €
observe que isso implica em s; = s; (use que sin(t) > 0 em (0,7), sin(0) = 0 = sin(7), e para

te (m2n),comt=2n—ses € (0,7), tem-se sin(t) > 0 implica t € (0,71), sin(t) < 0 implica
t € (m,2m) e sin(t) = O implica t € {0,7}). Por fim, o fato da inversa ndo ser continua, basta
observar que se U = [0,71) é um aberto em X, e que @(U) é o semi-circulo superior de S' unido
com p = (1,0), i.e, (U) = SL U{p}, de modo que qualquer aberto de R? contendo p também
contem pontos de S' (parte inferior de S'), onde

Si={xy)es:y>0} e S ={(x,y)eS :y <0k
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Outro modo de verificar que a inversa (neste caso representada por ¢ ') no é continua, é utilizar
o critério sequencial. Aqui, é suficiente considerar a sequéncia {t, Jncy, onde t, = 21— :—L, e verificar
que apesar de @(t,) — @(0) em S' temos @ '(t,) - @ '((1,0)). Veja a Figura 1.1 para uma
representacdo da prova. |

@(t) = (cost,sint)

- o (U)

U = [0,7'() tnTZT[ ~q
o R . = ¢(0)

Tt _-
0 2m SBip,o)

X = [0, 2m)
(Subespago de R)
Y =S

(Subespago de R?)

Figura 1.1: Aplicagdo @(t) = (cost,sint) é uma bijecdo continua [0,27r) — S' cuja inversa &
ndo continua: U = [0,7r) é aberto em X, mas qualquer bola B(p, ¢) intersecta a parte inferior do
semi-circulo, entdo @(U) ndo é aberto em S'. Equivalentemente, t, T 27t se afasta de 0 enquanto

o(td) = p=9(0).

Sejam X e Y espacgos topoldgicos. Prove que X e Y sdo homeomorfos se, e somente se, existe
uma fungdo f: X — Y tal que (i) f é bijetiva e (ii) um subconjunto U de X é aberto se, e
somente se, f(Ul) é aberto em Y.

Solugao. Como X ~ Y, existe um homeomorfismo f: X — Y, ou seja, f é uma bijecdo continua
com inversa ¢g: Y — X continua. Sendo g continua, segue que

g ' (U) € 1y, para todo U € Tx. (1.1)

Afirmacao: g~'(U) = f(U), para qualquer bijego f.

De fato, se y € g '(U) entdo g(y) € U e assim y = fo g(y) € f(U). Por outro lado, se
y € f(U) C f(X) =Y, temos y = f(x) com x € U, donde segue que g(y) = go f(x) =x € U, o que
implica em y € g~ (U) por definigio. Logo, temos a validade da Afirmagao.

Pela equagdo (1.1) atrelada a Afirmagdo provada, obtemos f(U) € Ty.

Agora, suponha que f(U) € Ty com U C X arbitrario. Sendo f continua e injetiva, ao usar a
condigdo (R8), obtemos U = f~'(f(U)) € Tx. Isso conclui a primeira parte do exercicio.

Suponha que f seja uma bijegdo tal que a condigdo (ii) seja verdade. Assim, para concluir que
f € um homeomorfismo, é suficiente verificar (neste caso) que f é continua com inversa g continua.
Considere V € 1y arbitrario e observe que pelo fato de f ser sobrejetiva, obtemos pela Propriedade
(R9) que f(f'(V)) =V € ty. Pela hipétese (ii), segue que f'(V) € 1x e, portanto, f & continua.
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Ademais, seja U € Tx arbitrario e note que f(U) € 1y pela hipétese (ii). Pelo fato da Afirmagéo
provada no inicio ser valida para qualquer bije¢do, obtemos g~'(U) = f(U) € Ty, o que nos garante
que g é continua e, portanto, que f € um homeomorfismo. [ |

Exercicio 1.23

Seja X um espago topolégico, denote por G(X) o conjunto dos homeomorfismos f: X — X e
dado x € X considere G,(X) = {f € G(X) : f(x) = x}. Mostre que:

(a) G(X) munido da operagdo de composigdo de funcdes é um grupo.

(b) Gy(X) é um subgrupo de G(X).

Solugao. (a): Observe que a composigdo sempre vai estar bem definida, uma vez que dominio e
contradominio sdo sempre iguais (neste exercicio). Ainda, note que G(X) é fechado com relagdo a
composigao de fungdes uma vez que composigao de bijegdo é uma bijegdo, composigao de fungdes
continuas é uma fungio continua e vale (fo g)~' = g~' o !, para qualquer f, g € G(X).

Agora, sejam f,g,h € G(x) e x € X e note que

{((f o g)oh)(x) = (fog)o(h(x)) =f(g(h(x)))

(fo(goh))(x) =f((goh)(x)) =flg(h(x))),

o que garante a associatividade de o. Com relagdo ao elemento neutro, basta observar que
foidx =f =1idxof.

Por fim, para o elemento inverso, observe que se f € G(X) entdo existe a inversa f~' a qual &
continua por definigdo de homeomorfismo, e também uma bijecdo. Além disso, como (f')~' =f,
segue que a inversa de f~' é continua e, portanto, f~' € G(X). Logo,

fof ! =idx =f ' oid,,

o que nos garante (G(X),o) é um grupo.
(b): De inicio, por definigdo, temos G4(X) C G(X) e id, € Gx(X). Agora, sejam f,g € G4(X) e
observe que fo g € G(X) e vale

(fog)x) =f(g(x)) = f(x) =x,

donde segue que f o g € G,(X). Além disso, também sabemos pelo item anterior que f~' € G(X).
Como f(x) = x, obtemos

e, portanto, ! € G,(X). Isso nos garante que G,(X) é subgrupo de G(X). [ |

1.2 Extras P1
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Exercicio 1.24

Dé um exemplo de uma familia de subconjuntos que ndo formam uma topologia.

Solugao. Considere X = {1,2,3} e T = {X,{1},{2}, 0}. Para verificar que T ndo forma uma topologia
em X, é suficiente observar que {1} U{2} ={1,2} ¢ 7. [ |

(Continuagdo do Exercicio 1.9) Seja X um espago topoldgico e Y C X. Entdo Y é fechado se,
e somente se, Y =Y. Além disso, verifique que se Y C F C X e F é fechado, entdo Y C F.

Solugao. Por definigdo de fecho, sabemos que este é o menor fechado que contém o conjunto em
questdo, isto &, Y C Y, independente de Y ser fechado ou ndo. Ainda, sendo Y fechadoe Y C Y,
entao novamente pela definigdo de fecho, i.e.,

Y=|JC, onde F={CcCX: C fechado, Y C C,
CeF

obtemos, tomando C =Y, que Y C Y.

Por outro lado, supondo que Y =, segue que Y é fechado.

Agora, suponha Y C F C X e F é fechado, ou seja, F é exatamente um dos conjuntos da colegdo
que define o fecho. Uma vez que a intersegdo de conjuntos estd sempre contida nos elementos
desta, se y € Y entdo y € C para todo C € F, em particular, para C = F, temos y € F. Pela
arbitrariedade de y, concluimos que Y C F. [ |

Exercicio 1.26

Sejam T, A € A, topologias em X.
(a) Mostre que (), Tr define uma topologia em X.

(b) Pode-se dizer o mesmo de (J, ., Ta?

Solugdo. (a): Uma vez que T, sdo topologias em X, entdo para todo A € A temos X, € T,.
Agora, seja (U;)ic; uma familia arbitraria em (,_, Tr e note que para cada i € I, tem-se

U; € Tpn paratodo A € A.
Assim, como T, define uma topologia, obtemos

UU.i €T, paratodoAe A

)< (0)
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De forma similar, verifica-se a propriedade para uma intersegdo finita de elementos.
(b): Né&o se pode garantir que tal conjunto é uma topologia em X. Com efeito, tome X = {1, 2,3}
e considere as topologias

T = {X) {]}) (b}) T = {X>{2}> (Z)} €T3 = {X>{3}> Q)}
Dessa forma, se consideramos U; = {1}, U, = {2} e U3 = (), temos que

U;NnuU, NnU; :{1,2}¢T1 Ut UmTs.

De um exemplo que mostre AN B # A N B.

Solugao. Sejam A = (1,2) e B = (2,3). Entao, tem-se
ANB=0) e ANB={2}

e o exercicio segue. |

Recordemos o conceito de base de vizinhangas.

Definigao 5. Seja (X,T) um espago topolégico e x € X. Diz-se que uma familia B, C U/, é uma
base de vizinhancas de x se para todo U € U,, existe V € B, tal que V C U.

Exercicio 1.28

Seja (X, T) um espago topolédgico e B, uma base de vizinhangas de x, para cada x € X. Entao:
(a) Dados U,V € B,, existe W € B, tal que W C (UN V).

(b) Dado U € By, existe V € By, V C U, tal que para cada y € V existe W € B, tal que
W cC Uu.

Solugao. Basta aplicar argumentos similares ao Exercicio 1.10. [ |

Exercicio 1.29

Sejam f: X - Y e g: Y — Z fungdes continuas entre espagos topologicos. Mostre que se go f
€ um homeomorfismo e g injetora (ou f sobrejetora), entdo f e g sdo homeomorfismos.

Solugao. Vejamos que f € um homeomorfismo. Considere x,y € X tais que f(x) = f(y) e note que
pelo fato de g o f ser homeomorfismo, em particular injetor, g o f(x) = g o f(y) implica x =y, ou
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seja, f & injetora. Ademais, sendo g o f homeomorfismo, em particular é sobrejetor, ou seja, para
todo z € Z existe x € X tal que go f(x) = z.

Seja y € Y arbitrario e note que por definicdo temos g(y) € Z. Assim, utilizando a sobrejeti-
vidade de g o f, existe x € X tal que (g o f)(x) = ¢g(y) donde, pelo fato de g ser injetora, segue
que f(x) =y. Portanto, segue que f é sobrejetora, e assim obtemos que f é uma bijecdo continua.
Agora, note que f~' é continua como composigio de aplicagdes continuas, uma vez que

fl=floglog=(gof)log,

e assim segue que f € um homeomorfismo.

Agora, note que g é sobrejetora. De fato, tome z € Z arbitrario e note que pelo fato de go f
ser homeomorfismo (utilizando o mesmo argumento de antes), existe x € X tal que g o f(x) = z,
com f(x) € Y. Ou seja, verificamos que dado z € Z, existe y = f(x) € Y tal que ¢g(y) = z, donde
segue que g é sobrejetora. Assim, g € uma bijegao continua, cuja inversa também é uma aplicagao
continua, haja vista que

g_] —fof! og_] :fo(gof)_].

Portanto, concluimos que g é um homeomorfismo. [ |

Exercicio 1.30

Sejam (X,T) um espago topoldgico, Y # () um conjunto qualquer com n, o topologias em Y
tal que n é definida pela métrica d, em Y e o definida pela métrica d; em Y. Considere
uma métrica dy em Y equivalente a d, tal que d,(x,y) = max{d.(x,y), dy(x,y)}, para todo
(x,y) € Y xY. Se f: (X,7) = (Y,1y) e g: (V;7,) = (Y, T5) sao aplicagoes tais que f(X) =Y, f
é continua e para todo U € 1, tem-se g~'(U) € T, mostre que

(a) gof é continua;

(b) para todo O C X tem-se go f(O) C go f(O).

Solugao. (a): Note que d,, e d, sdo métricas equivalentes em Y. De fato, sendo dy e d, equivalentes
em Y, existem constantes cy,c, > 0 tais que

cvds(x,y) < dv(x,y) < cods(x,y),
donde segue que
dy (x,y) = max{ds(x,y), dv(x,y)} = dv(x,y) = cvds(x,y). (1.2)
Da mesma forma, obtemos
dn(x%,y) < ds(x,y) + dv(x,y) < do(x,y) + codo(x, y). (1.3)

Por (1.2) e (1.3),
cydo(x,y) < dy(x,y) < (T4 ¢o)ds(x,y),

ou seja, d, e d, sdo métricas equivalentes em Y, o que por sua vez nos garante que T, = Tg.
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Dessa forma, temos que g é uma fungao continua, uma vez que por hipétese obtemos que U € 1,
implica g7'(U) € 1, = T,,. Sendo f continua, segue que go f: (X,7) — (Y, T,) é continua.

(b): Sejay € go f(O) ={gof(x) € (Y,1,) : x € O}). Assim, existe x € O tal que go f(x) = y.
Por defini¢do de fecho, para qualquer vizinhanga U de x, obtemos O N U # (). Logo,

gof(ONU) # 0.
Como gof(ONU) C (gof)(O)N(gof)(U), segue que

(gof)(O)N(gof)(U) #0h,

com (g o f)(U) uma vizinhanga de y. Portanto, y € g o f(O). |
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2. Hxercicios para P2

2.1 Topologia induzida, quociente e produto

Exercicio 2.1
Seja (X, T) um espago topolégico e S C X. Entédo a familia
Ts={SNU:U¢€ T}

define uma topologia para S, a qual é conhecida por Topologia Induzida. Quando considera-
mos (S, Ts), dizemos que S é subespago de X.

Solugao. O fato de S, () € s é facilmente verificado. Considere (A, )yca uma colegdo arbitraria de
elementos em Ts, e note que para cada A € A existe U, € T tal que Ay, = SN U,, donde

UA;\:USDU;\:<SHUUA>ET,

AEA AEA AEA
uma vez que T é uma topologia. De forma similar, se mostra para uma intersegdo finita de elementos
de T5, 0 que nos garante que Ts define uma topologia para S. ]

Observacgao 1

O exercicio anterior é de grande importéancia, pois nos fornece uma caracterizagdo para
abertos de um subconjunto do espago topolégico. Para guardar:

“Os abertos de S sdo os abertos de X intersectados com S.”

Exercicio 2.2

Sejam (X, T) um espago topoldgico e S C X subespago. Mostre que:
(a) Se S é aberto em X, entdo os abertos de S na topologia induzida sdo abertos em X.

(b) Se S é fechado em X, entdo os fechados de S na topologia induzida sdo fechados em X.

Solugao. (a): Suponha S aberto em X, i.e., S € 1, e tome V € 15, ou seja, V=SNU, com U € 7.
Como X é fechado para unido arbitraria de elementos de T, concluimos que V € 7.
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(ii) Pelo Exercicio 2.25, um fechado de S é da forma FNS com F fechado em X. Sendo S fechado
em X, basta observar que a intersegdo de dois fechados em X é fechada em X. |

Mostre que se Y é um subespago de X e Z é um subespaco de Y, entdo Z é um subespaco de
X.

Solugao. Sejam T a topologia de X, e considere
w={UNnY:Uet} e 172={VNZ:Vemry}

as topologias de Y (como subespago de X) e Z (como subespago de Y), respectivamente. Ainda,
uma vez que Z C Y, obtemos ZNY = Z. Com isso, seja U € 17 arbitrario e note que

U=VNnZ=WnY)NZ=Wn((YNZ)=WnL,

com W € T, e a segunda igualdade segue pelo fato de V € ty.
Assim, temos que os abertos de Tz sdo da forma WNZ, com W € T, donde segue que (Z,Tz) é
subespago de X. |

Exercicio 2.4

Prove que um subespago de um espago metrizavel é metrizavel.

Solugao. Seja (X, T) metrizavel com d uma métrica e S C X um subespago. Considere ds := dlsxs
meétrica sobre S, T4, a topologia correspondente, com Bx(x,T) € Bs(x, 1) as bolas relativas a d e ds,
respectivamente, e note que

Bs(x, 1) ={y € S:ds(x,y) < 1} =Bx(x,7) NS, X € S, (%)

uma vez que as métricas d e ds coincidem sobre S x S.

Note que Bq = {Ba4(x,1) : x € X} é base para 7 e, portanto, B4, = {Ba(x, 1) NS:x € X,;r >0} é
base de Ts. Da mesma forma, a colegdo By, = {B4,(y,7) : y € S} é base para t4,. Agora, devemos
verificar que T4, = Ts.

Por (x) obtemos

Bds (U,T) = Bd(U>T) ns,

o qual é um elemento de By,. Logo, pelo Lema 2.7 (notas de aula), concluimos que 14, C Ts
Agora, seja By(x,1) NS um elemento basico de ts € tome y € B4(x,1) N'S. Observe que ao
considerar s = v — d(x,y) > 0, obtemos

Ba(y,s) C Ba(x,T)

donde segue que
Bds (U) S) = (Bd(yas) N S) C (Bd(X,T) N S))
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isto é, um basico de B4, contendo y. Novamente usando o Lema 2.7 (notas de aula), concluimos
Ts C Tq4, €, portanto, obtemos a igualdade desejada.

Vale ressaltar que na resolugdo apresentada acima, foi utilizado o seguinte resultado auxiliar
presente no livro Topology (Munkres):

Lema 6 (Lema 16.1, Munkres). Se B € uma base para a topologia de X, entdo Bs ={BNS: B € B}
€ base para a topologia do subespago em S.

Entretanto, é possivel resolver o exercicio sem o uso desse resultado auxiliar. De fato, seja
U € 14, de modo que para cada y € U, existe ry > 0 com Bg,(y,1y) C U, e U = Uyeu By, (Y, 1y),
sendo ambos os fatos validos em razdo do Lema 2.5 (notas de aula). Assim, novamente utilizando
(%), obtemos

U:UBds(y,ry):U(Bd(y,ry ﬂS <U Bd Y, Ty )mSGTs,

yeu yelu yeu

~"

€T

o que nos garante T4, C Ts.

Agora, seja UNS,com U e Ttetomey € UNS. Como U é aberto em T = 14, e y € U, existe
r >0 com By(y,r) C U. Usando (x), Bg,(y,r) = B4(y,r) NS C UNS. Novamente pelo Lema 2.5
(notas de aula), segue que Ts C T4,. Logo, obtemos a igualdade desejada. [ |

Suponha S um subespaco de X. Mostre que a fungdo inclusdo i: S — X é continua. Além
disso, mostre que a topologia induzida é a mais fraca tal que a inclusdo é continua: se T’ é
uma topologia para S tal que i: (S,t’) — (X, T) é continua, entdo t5 C T'.

Solugao. Para U aberto arbitrario em X, obtemos
"W =xeS:ix)eUW={xeS:xeU}=UNS € 15,

o que implica na continuidade da inclusao.
Agora, suponha T’ topologia sobre S tal que i: (S,t') — (X, T) é continua. Entdo, para todo
Uer i'(U) et Sendo S subespago de X, temos que T/ 31 '(U)=UNS,dondetsCct. N

Exercicio 2.6

Sejam X um espago topolédgico, S um subespago e i: S — X a inclusdo. Suponha que S tem
uma topologia tal que para todo espago Y e toda fungdo f: Y — S, f é continua se, e somente
se, iof: Y — X é continua. Prove que a topologia S é a induzida de X.

Solugao. Sejam Y = (S, 0) (com o a topologia em S da hipétese) e f = ids, que é continua. Por
hipétese, iof =1:(S,0) — X é continua, e pelo Exercicio 2.5, 15 C 0.
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Por outro lado, considere Y = (S,ts) e f =id : (S,ts) — (S, 0). Pelo Exercicio 2.5, sabemos
que iof =1i: (S,1s) — X é continua. Assim, por hipbtese, segue que f é continua, isto &,
id : (S,7ts) — (S, 0) é continua. Por fim, o Exercicio 1.15 nos garante que o C Ts. [ |

Sejam Y um subespaco de X e A C Y. Denote por Cl|x(A) o fecho de A em X e por Clly(A)
o fecho de A em Y. Prove que Clly(A) C Cl|x(A). Mostre que, em geral, Cl|y(A) # Cl|x(A).

Solugao. De inicio, recorde que se C é fechado em X, entdo CNY é fechado em Y. Isso posto,
sabemos que Cl|x(A) é fechado em X por defini¢do, donde segue que Cl|x(A) NY é fechado em
Y. Ainda, sabemos que o fecho é o menor fechado do espago que contém o conjunto em questdo
(definigdo de fecho). Logo, uma vez que A C Cl|x(A) e A C Y, segue que

Cly(A) C (Clx(A)NY) C Clx(A).

Com exemplo de que a igualdade nem sempre ocorre, é suficiente considerar X = R com a
topologia usual, Y = (0,2) e A = (0,1). Sabemos que Clg((0,1)) = [0,1] (visto em aula) e
Clly((0,1)) = (0,1] (aqui vocés devem verificar este fato, e para isso basta mostrar que (0,1] é
fechado em Y e que 1 € Clly((0,1))). Feito isso, basta observar que

CUv(A) = Cl((0,1)) = (0,11 € 0,1] = ClI=((0, 1)) = Clr(A).

Observem que a demonstragao da inclusdo também poderia ser feita utilizando diretamente a
topologia do subespago. De fato, seja x € Cl|y(A). Pelo Lema 1.9 (notas de aula), é suficiente
mostrar que para todo U € tx, x € U, tem-se UN A # (.

Pois bem, observe que U NY é aberto em Y, uma vez que Y é subespago de X. Além disso,
x € UNY, uma vez que x € Cly(A) C Yex € U. Como x € Clly(A) e UNY é aberto em Y
contendo x, pelo Lema 1.9 (notas de aula), obtemos

(UNY)NA #0.
Pelo fato de A C Y, i.e., ANY = A, entdo na verdade obtemos que
UnNA #0,

e pela arbitrariedade de U > x, concluimos o desejado. Por fim, utilizando o Lema 1.9 (notas de
aula) mais uma vez, segue que x € Cl|x(A) e, portanto, a inclusdo desejada segue. [ |

Exercicio 2.8

Mostre que o subconjunto (a,b) de R com a topologia induzida é homeomorfo a R.
(Dica: use fungdes do tipo x — tg(mt(cx + d))).

Solugao. Primeiro, mostremos que (a,b) ~ (—5,5). Com efeito, defina ®: R — R por
T a 7T
®O(x) = xx+ B, onde oc:m>o e B:_b—a_z’



e considere ¢ a aplicagdo (a,b) — (—%,7) determinada por ®. Note que @ estd bem definida,

isto é, leva (a,b) em (-7, 7). De fato, seja x € (a,b) e note que ®(x) > 0, uma vez que x —a > 0

e b—a > 0. Ainda, ;-@(X)>Oumavez que b—x>0e
s nix—a) w[(b—a)—(x—a)l m(b—x)

__(D — [ = = .
; O == b—a p—a C

Assim, segue que —; <D(x) < g, ou seja, ®((a,b)) C (-3, 7).
Agora, defina ¥: R — R por

Wm)=a+9%£(y+§)

e note que ¥ leva (—73,5) em (a,b). De fato, paray € (—%, 72—‘) obtemos

wm—azb;a@+§)>o

bWy = (b—a) - 2 (y+ 2) =2 (T ) 5,

donde segue que ¥ leva (—3,7) em (a,b). Além disso, para x € (a,b) ey € (—72—‘, %)

b—a/m(x—a) w mw\ b—amn(x—a)
(i-2e3) -

__+_
7T b—a

W(D(x)) = a+ 5+

—a+(x—a)=x

orrly) =T =T () g

donde segue que ¢: (a,b) — (—%, %) é uma bijegdo, com inversa P = W|_r/27/2).
Também temos que @ é continua em R, uma vez que ao considerar ¢ < d obtemos

O '((c,d)={x:c<oax+p<d = (C_B,d_6)>

X X

i.e., imagem inversa de um aberto basico € um aberto. Pelos mesmo argumentos, é possivel verificar
que ¥ é continua (Aqui é necessario que vocés verifiquem isso).

Antes de prosseguir, é importante observar onde é usado a topologia do subespago. Ao consi-
derar U C R um aberto arbitrario, um aberto de (—%,%) é da forma U N (—%,%). Com isso,

o (un(-3,3)) =@ '(W=0"Wn(ab),

onde a primeira igualdade segue pelo fato de pertencer a (—g, 73‘) segue por ®((a,b)) C (-5,5), e
a segunda igualdade segue pela topologia de subespago do dominio, haja vista que ®~'(U)N(a,b)
é da forma “aberto de R intersectados com (a,b)”, ou seja, um aberto de (a,b) com a topologia
do subespaco.

Note que tan é continua. De fato, sabemos que sin e cos sdo continuas, e que o quociente de
duas fungdes continuas com denominador ndo nulo é uma funcdo continua. Ainda, ao considerar
U = cos™'(R—{0}) tem-se que este é aberto. Como (—%‘, %) C U é aberto, obtemos a continuidade no
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(a) y = o(x), afim (b) z=tany

Yy z
1 1
1 1
e 1 1
2 1 1
1 1
1 1
: z ::tany
1 1
X I I y
a b : :
1 1
1 1
1 1
t 1 1
-2 1 1
1 1
1 1
_z m
2 2
_ nmx—a) m estritamente crescente e,
o(x) = = >
b—a 2 para—3 < s < t < T,
coeficiente angular > 0 tan((s,t)) = (tans,tant)
T
x € (a,b) ye(—j,j) zc R
a saida de (a) é a entrada de (b)
a b
o o (a,b)
_n ¢ fud
2 2 7T TC
o ° =33
tan
Y P o \
< ? R

Aproximar-se do extremo b empurra a imagem para +oo: o inter-
valo limitado e a reta inteira sdo topologicamente indistinguiveis.

subespago. Além disso, sabemos que tan é uma bijegdo (curso de Calculo ou Anélise I). Também
temos que tan~' é continua (vocés precisam verificar este fato; usem argumento com arctan ou
mostrem que tan é uma aplicagdo aberta).

Por fim, basta observar que tano@(a,b) — R é uma composigdo de homeomorfismos €, por-

tanto, um homeomorfismo. [ |

Exercicio 2.9

Sejam X, Y espagos topolédgicos e S subespago de X. Prove que se f: X — Y é continua entao
fls: S — Y também o é.

Solugao. Basta observar que fls = foi: S — Y e, portanto, f|s é continua como composta de
aplicagdes continuas. [

Exercicio 2.10

Mostre que os subespagos (1,00) e (0,1) de R com a topologia usual sdo homeomorfos.
(Dica: use a fungdo x — 1/x).

Solugao. Defina h : (1,400) — (0,1) por h(x) = J—( e note que h é bem definida. Além disso,
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:
sabemos que sua inversa g: (0,1) — (1, 00), representada por g(y) = —, também esté bem definida.

Além disso, sabemos que h(x) é continua em R\ {0}. Como (1,+0c0) e (0, 1) estdo contidos nesse
conjunto (também sdo subespagos com a topologia induzida), entdo pelo Exercicio 2.9 temos que
as restricoes a tais conjuntos também sao continuas.

Logo h é bijegao continua com inversa continua, i.e., um homeomorfismo. [ |

Prove que S™ —{(0,0,...,1)} € homeomorfo a R" com a topologia usual.

Solugao. Considere x = (X1,...,Xns1) € S* C R™ e X = (x1,...,%,) € R", e defina as aplicagdes
@:S"\{N} 5 R* e P: R™ — S™\ {N} por

X (2y, |yl>—1)
= — e e
T ¢ YW= TR

Note que ¢ estd bem definida e é continua. De fato, para x € S™ \ {N} tem-se x,,,1 # 1, uma
vez que se X, 1 = 1 entdo ||X||>? =1—1 =0, forgando x = N. Logo, 1 —x,11 # 0. Uma vez que as
coordenadas de ¢ sdo quocientes de fungdes continuas com denominador ndo nulo, segue que @ é
uma aplicagdo continua em S™\ {N}. De forma similar, note que 1\ estd bem definida e é continua.
De fato, ||y||*+1 é sempre no-nulo e assim as coordenadas de 1\ sdo fungdes continuas e, portanto,
1 é uma aplicagdo continua.

Além disso P(y) € S™ e P(y) # N, haja vista que

@(x)

2y|? 2 1) = 4y Yyl 41 = 21 19)? lyll* =1 1
12902+ (> = 1) =4yl* + ylI* =2[ylIP+ 1= (> +1)" e <

lyll2+1

Agora, afirmamos que \ = ¢@~'. Primeiro, ¢ ({(y)) = y:

2y 2y
2 2

oP(y) = oo = BT —y,

1 — Iyl >

ylZ+1 llyll*+1

Ainda, (@ (x)) = x. De fato, considere y = @(x) = T e note que

— An+l

IXI2=1T—x20 = (1 —%np1) (1 + Xnp1)y

donde segue que
(] _Xn+1)(1 +Xn+1) o 1 +Xn+1

2 = =
HyH B (1 _XnH)z 1 _XnH)
0 que por sua vez implica em
2 2x

2 2 n+1
+1l=—— e —l=—
L T Lt s

Logo,
2% 2Xn+1
1T —xn 1—x _
LI)((p(x)) = il £ ’ ZnH = (X>Xn+1) =X,

T—xns1 T —Xnga
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o que nos garante 1) = ¢ ~'. Portanto ¢ é uma bijegio continua com inversa 1\ continua, i.e., um
homeomorfismo. As representagdes abaixo ilustram os casos n = 1,2, bem como a construgao das
aplicacbes utilizadas. ]

N (removido)

-1 1 o(x2)

== hemisfério sul fechado «— intervalo [—1,1]
= hemisfério norte aberto «— {|u| > 1}

o equador {£1} fica fizo: x; =0 = @(x) = X3

Figura 2.1: Caso n = 1. Cada reta laranja parte de N, corta o circulo num segundo ponto e o eixo
horizontal num tnico ponto: é a bijecdo. O hemisfério sul vai para dentro de [—1,1], o equador
fica fixo e o hemisfério norte vai para fora; quanto mais perto de N estiver x, mais horizontal fica
a reta e mais longe cai @(x).

H={x3=0}=R2

S—0

O equador coincide com o circulo unitario de H e fica fixo ponto a ponto.

Dentro dele: imagem do hemisfério sul. Fora: imagem do hemisfério norte.
A construgdo é a mesma para todo n — s6 a figura muda.

Figura 2.2: Caso n = 2. A esfera S? ¢ vista ligeiramente de cima. Note que o equador e o circulo
unitario de H sdo o mesmo conjunto na figura, porque x3 = 0 implica @(x) =x/(1—0) = X. Nada
na demonstragio depende de n: as contas usam apenas ||| =1 —x%,, e a norma euclidiana.

Expliquemos a construcdo das aplicagdes utilizadas. Seja { a reta que passa por N e possui
como vetor diretor v # 0. Considerando a seguinte parametrizacdo para ¢

Y(s) = N + sv,

note que
Y ($)]1* = INJI? + 25(N,v) + s*[[V][> = T + 2svis + 8% |[v][%,
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onde a segunda igualdade segue pelos fatos |[N|| = 1 e (N,v) = v,;1. Dessa forma, temos que
Y(s) € S™ se, e somente se,

_ v
[vII?

Note que s = 0 nos retorna o ponto N. Ainda, a outra possibilidade é diferente de 0 quando
vni1 # 0, e note que existe no méaximo um elemento que torna isso verdade, uma vez que |[v||* # 0.
Além disso, y(s) € H se, e somente se, 1+ sv,.1 =0.

s(s|V[*+2vus1) =0&s=0 ou s=

N Vi1 =0
€-mmm e o G A » tangente em N,
paralela a H

norte: x’ esta entre N e ¢(x’)

H = {xns1 = 0)
o(x')

sul: @(x) esta
entre N e x

Y(s) =N+4sv, v#0. Entdo |[y(s)]|> =14 2svny1 +s2||v||?, logo
2Vn+1

Y(s) € S™ & s(s||v||* +2vn+1) =0 & s=0 ou s=— e
v

Y()EH &< T+svy11 =0 & s=—

Vn+1
Ambas as segundas solugbes existem, e sdo tnicas, exatamente quando v, 1 # 0.

Figura 2.3: A construgdo. Todas as retas por N formam um feixe; a tracejada vermelha é a tnica
diregdo excluida (v,1 = 0), e ela falha simultaneamente em reencontrar S™ e em encontrar H —
€ essa coincidéncia que faz a construgdo funcionar. Para toda outra direcdo had exatamente um
segundo ponto na esfera e exatamente um ponto em H, e ¢ e 1\ sdo as duas leituras opostas do
mesmo segmento. As férmulas @(x) =X/(1—xns1) € W(y) = (2y, [y[|*—1)/(]ly||*+ 1) sdo apenas
essas duas raizes escritas por extenso.

Geometricamente, v,,1 = O significa que { estd contida no hiperplano tangente {x,,1 = 1} a
S™ em N: as retas excluidas sdo exatamente as tangentes em N, que sdo também exatamente as
paralelas a H. E essa coincidéncia que faz toda a construgio funcionar. Até o presente momento,
construimos o seguinte:

S™\ {N} (2 imtersegio {retas por N ndo tangentes em N} AL, ¥

Ambas as flechas sdo bijegdes: cada reta ndo tangente determina exatamente um ponto de
cada lado e, reciprocamente, cada ponto x # N de S™, bem como cada ponto de H, determina
exatamente uma reta por N (um ponto distinto de N e o préprio N determinam uma tnica reta).
Assim, a questdo agora é como determinar uma expressdo para cada flecha acima.

Fixe x € S"\ {N}. A reta por N e x tem vetor diretor v=x — N = (X, x,,1 — 1), de modo que

Y(s) =N+s(x—N) = (sX, T+ s(xn1—1)).

Observe que a expressdo estd bem definida. Primeiro, tem-se que o vetor diretor é ndo nulo.
Ter v = 0 significaria x = N, o que ndo pode acontecer. Logo a reta existe. Ainda, note que a reta
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ndo é paralela a H. Para que tal fato ocorra, é preciso que v, ;1 = xn.1 — 1 # 0. Suponha, que
Xn+1 = 1. Entdo, de ||x|| =1, obtemos

IX[I*=1—-xt,;=1-1=0=x=0=x=N,

o que sabemos ser uma contradigdo. Portanto, sobre a esfera, x, ;1 = 1 ocorre somente em N; este
€ o Gnico fato que garante que ¢ estd bem definida, e é a razdo pela qual exatamente um ponto
precisa ser removido.

Além disso, tem-se y(s) € H se, e somente se, 1 + s(xnp 1 — 1) =0, isto é,

1

§=—y,
1_Xn+1

o que é legitimo e tinico pelos fatos constatados acima. Substituindo nas n primeiras coordenadas:

_ X
ex)=sx=+——.
1_Xn+1

Agora fixe y € R", isto é, o ponto (y,0) € H. A reta por N e (y,0) tem vetor diretor

V= (Uao) —N = (U)_”, €
v(s) =N+s(y,—1) =(sy, 1—s).

Note que a expressdo estd bem definida. Sempre se tem v # 0, pois v, 1 = —1 # 0. Em particular
(y,0) # N para todo y, de modo que a reta sempre existe e nunca é tangente em N: ela sempre
encontra S™ uma segunda vez. Nao hd y excepcional; é essa a assimetria em relagdo a ¢, e a razdo
pela qual R™ ndo precisa de nenhum ponto removido.

Impondo [|y(s)|| = 1, obtemos

IsylP+ (1 —s)? =1 & y|?+1-2s+s*=1 & *(Jy|*+1) —2s =0,

isto é,
s[s(lyll2+1) 2] =o.

Ainda, o coeficiente dominante é |ly[|> + 1 > 1 > 0, logo a equagdo acima nunca degenera, e ha
exatamente duas raizes:

2

s=0 (quedaN) §=———
’ lyl[*+1

(o ponto procurado).

A segunda raiz é estritamente positiva, logo diferente de O: as duas raizes sdo de fato distintas
e o segundo ponto de intersegdo ndo é N. Com s = 2/(||y||* + 1), obtemos

_ g2 (uP+n-2 fyp-
_ | _ _ _ |
[yl +1 WIEFT 7~ T+

2y -1
w()z(
I=\P+r yir+1)°

com os numeradores 2y € ||[y||> — 1 e o denominador comum ||y||> + 1 resultam da substituigio da
raiz nao nula daquela equacdo do segundo grau, nada além disso.

sy

Portanto,
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Prove que 7 ={U C Y : f~'(U) é aberto em X} é uma topologia.

Solucao. Sabemos que (), X sao abertos, e pelo fato de f~ ') = () e f'0 = 0, concluimos que
0,X € 1. Agora, considere U,V € T4, ou seja, U,V C Y tais que f~'(U), f'(V) € Tx. Assim, pela
propriedade (R2) da Observagdo 1.1, obtemos

flUNV)=f(Wnf'(V) ey,

o que implica em U NV € T4, uma vez que tal intersegdo é subconjunto de Y.
Se {Uj}iej C 1, entdo U; C Y e f'(U;) € tx para todo j € J. Assim, pela propriedade (R1) da

Observagao 1.1, obtemos
£ (U U]-) = Uf_1(uj) € Tx,

j€J j€J

donde segue que | J._., U; € 7. [ |

j€]

Suponha Y com a topologia quociente com respeito a f: X — Y. Mostre que essa é a maior

topologia que torna f continua.

Solugao. Sejam Tx e Ty as topologias de X e Y, respectivamente, tal que f: (X,tx) — (Y, Ty) €
continua e considere U € Ty arbitrario. Sendo f continua, f~'(U) € 1x e assim, pela definigao de
T¢, concluimos que U € 1;. Pela arbitrariedade de U, obtemos Ty C T;. [ |

Exercicio 2.14

Suponha Y com a topologia quociente com respeito a f: X — Y. Mostre que A C Y é fechado
se, e somente se, f'(A) é fechado em X.

Solugao. Se A C Y é fechado, entdo Y — A é aberto, e pelo fato de estarmos considerando Y com
Ty, segue que (Y — A) € 1x. Pela propriedade (R3) da Observagio 1.1,

of (Y=—A)=X—fT(A),

o que nos garante que f~'(A) é fechado.
Por fim, basta observar que a outra cadeia de implicaces segue de forma andloga, utilizando
as mesmas propriedades. [ |

Para resolver o préximo exercicio, utilizaremos os seguintes resultado auxiliares.

Lema 7. Seja A(x,) um arco de extremos « e . Entdo A(x, ) é aberto em S', sempre
que 0 <b—a < 2m.
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Ponha s 8
[od —x
7 wi=— € (0,m), u:=e(m),
de modo que («,B) = (m —w, m +w), onde e: R — R? ¢ representada por e(t) = (cos(t),sin(t)),
e considere H := {x € R?: (x,u) > cos w}. Note que H ¢ aberto em R?; aqui é suficiente que

m =

vocés utilizem a Desigualdade de Cauchy—Schwarz.

Agora, note que A(x, 3) = S' N H; para mostrar este fato, & suficiente vocés verificarem que
p € H se, e somente se, p € A(«, 3). Dessa forma, uma vez que estamos considerando a topologia
so subespaco sobre S', concluimos que A(x, 3) é aberto em S' por definigao.

Alo,B) =S"N{x € R*: (x,u) > cosw},

pois (e(0),e(m)) = cos(6 — m) e cos é estritamente decrescente em [0,71]. O conjunto & direita
é pré-imagem de (cosw, +00) pela aplicagdo continua x — (x,u), logo é semiplano aberto e
A(x,B) & aberto em S'. A reta tracejada & o segmento que une os extremos do arco.

Obs: Caso vocés possam assumir que os abertos de S' como subespago de R? sdo as reunides
de arcos abertos, e, portanto, que um arco aberto é um aberto de S', entdo o Lema 7 pode ser
tomado como verdade.

Seja f: R — S' definida por f(t) = (cos(27t),sin(27tt)). Prove que a topologia quociente t;
sobre S' coincide com a topologia induzida de R?.

Solugao. Considere f: R — (S', Toup) € note que f é continua. De fato, seja W aberto em S'; por
definigio W = VN S' com V aberto em R? e

W) ={t:f(t) e Vef(t)eS)=fT(V),

uma vez que f(t) € S' sempre ocorre.

Seja to € f~'(V), e note que pelo fato de V ser aberto em R?, existe ¢ > 0 com B(f(to), ) C V;
considere & := e/2m. Se [t — to| < §, entdo [|f(t) — f(to)| < €, donde segue f(t) € V. Assim
(to — 8,tg +8) C f1(V), e (W) é aberto. Logo, f é continua.

Ainda, também temos que f é uma aplicagdo sobrejetora e aberta. O fato da sobrejetividade
segue analisando as possibilidades para cos e sin com relagdo aos intervalos considerados (vocés
devem verificar a sobrejetividade). Vejamos o fato de f ser aberta. Seja U C R aberto, ou seja,
para cada x € U existe ¢ > 0 com (x — ¢, x + ¢) C U, trocando ¢ por ¢, := min{e, JT}’ a inclusdo
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persiste e o comprimento passa a ser 2¢, < % Como cada x € U estd no seu préprio intervalo,
obtemos
u= U(x—sx, X+ €y).
xelu
Logo
fU) = | f((x— e, x + &) = | A@2nlx — &), 2n(x + &),
xeu xeu

e cada um desses arcos tem largura 4me, < 7 < 27, logo é aberto pelo Lema 7. Como unido de
abertos é um conjunto aberto, segue que f é uma aplicagdo aberta.

(to— 8, to+98), 26 <1
-1 0 1 2
fu) =ty +2 ° = ° R

u
A =f((to—58,to +5)) /-\

Isso posto, seja V € Tqp, € note que pela continuidade de f: R — (S', Tqy) obtemos (V)
aberto em R, o que por sua vez implica em V € T e, portanto, Tou, C Ts.

Por outro lado, se U € T entdo f'(U) aberto em R. Como f é sobrejetora, entdo pela
propriedade (R?) da Observagdo 1.1, obtemos f (f‘1 (U)) = U. Sendo f uma aplicacao aberta, segue
que U é aberto em S' e, portanto, Tt C Teup. [ |

Observagéao 2

O exercicio acima poderia ser resolvido (de uma forma mais natural) utilizando argumentos
que serdo vistos nos Capitulos 7 e 8 (recomento, quando tais resultados forem vistos, vocés
voltarem neste exercicio e refazerem ele de outro modo). Depois do Exercicio 1 do §8.3 pode-
se argumentar assim: a restrigdo flpy : [0,1] — S’ é sobrejecdo continua de um compacto
(Teorema 7.2) sobre um Hausdorff (Exemplo 8.1 e Teorema 8.6), logo é aplicagdo quociente;
um argumento de saturagio transfere isso para f em todo o R. E mais curto, mas usa quatro
resultados posteriores.

Exercicio 2.16

Sejam X, Y, Z espagos topolégicos e f: X — Y e g: Y — Z sobrejegdes. Prove que se Y e Z
tém as topologias quociente determinadas por f e g, respectivamente, entdao a topologia de
Z & a topologia quociente determinada por go f: X — Z.

38



Solugao. Primeiro, observe que g o f é sobrejetora como composigdo de sobrejegdes, e assim faz
sentido considerar
Tgof ={U C Z: (gof) ' (U) & aberto em X}.

Seja U C Z arbitrario. Se U € Tyor entao
flog ' (U)=(gof)"(U) ¢éabertoem X,

o que por sua vez implica em g~' (U) € 1; e, portanto, U € T4, haja vista que estamos considerando
as topologias T em Y e T, em Z. Dessa forma, temos que Tgor C Tg.

Pelos mesmos argumentos, obtemos Ty C T4or. Como a topologia considerada em Z é T4, entdo
concluimos o exercicio. [

Prove que RP' e S' sdo homeomorfos.

Solucao. Sejam RP' = {{x, —x} : x € S'} com a topologia quociente determinada por 7 : S' — RP',
7t(x) = {x, —x}. Considere e(0) = (cos0,sen0) e A(x, ) = e((oc, [3)) como em exercicios anteriores,
e defina h: ' — R? por

h(u,v) = (u? —v%, 2w).

Observe que h toma valores em S'. De fato, para (u,v) € S' obtemos

y A2, 213) hix) = h(—x)

h
§' ——— s

N

hom=h

Figura 2.4: A aplica¢do é h(u,v) = (u? —v?,2uv), que em termos de angulo é 0 — 20; ela
identifica exatamente os pares antipodais, pois 0 e 0 + 7 tém dobros que diferem por 27t. Os
didmetros tracejados sdo quando 7t(x) = 7t(x’) implica h(x) = h(x’). O diagrama exibe a fatoragio
hom=nh. O fato de h ser aberta est4 ilustrada pelos arcos laranja: dobrar a largura de um arco
de largura estritamente menor que 7 produz um arco de largura estritamente menor que 27, ainda
aberto.

(W =)+ Quw)? = uf — 2027 v A = w4 20 v = (W)=
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Logo h(S") C S, e passamos a ver h: S — S'. Ainda, por argumentos similares aos utilizados no
Exercicio 2.15, segue que h é continua. Ainda, usando que h(e(0)) = e(20) (atrelada as formulas
de arco duplo), também temos que h é uma aplicagdo sobrejetora. Mostremos que h(x) = h(y) se,
e somente se, 7t(x) = 7(y). Primeiro, como cada coordenada de h é mondmio de grau dois, segue
que

R, —v) = ((~w)? — (v}, 2(-w) () = (1> v, 2wv) = h(u,v).

Por outro lado, ao considerar x = (u,v) ey = (p,q) em S' com h(x) = h(y), temos

W —p o w = pa, (1
e, por estarem em S',
w v =1=p*+q~ (I1)
Somando (I) e (II) membro a membro obtém-se 2u? = 2p?; subtraindo (I) de (II), 2v* = 2q%.
Logo
w=p* e v'=¢% isto &, lul = pl, M =Ilql. (I1I)

Agora, vocés devem analisar trés casos (w = 0, v = 0 e u,v # 0), e observar que em todos
os casos obtemos y = +x, ou seja, {x,—x} = {y,—y}. Além disso, tem-se que h é uma aplicagdo
aberta. Para verificar este fato, vocés devem mostrar que (i) arcos de largura estritamente menor
que 7t formam uma base para S', (ii) aplicagido h leva arcos em arcos.

Defina h: RP' — S por h({x, —x}) := h(x) e note que a definigdo néo depende do representante
escolhido, e vale hort = h. Pela Propriedade Universal da Topologia Quociente, como hom = h com
h continua, obtemos que h é continua. Ainda, também temos que h € uma bijegao; a sobrejetividade
segue pelo fato de 7t e h serem sobrejetoras, logo h(RP') = h(7(S')) = h(S') = S'; com relagéo a
injetividade, se h({x,—x}) = h({y, —y}), entdo h(x) = h(y), donde segue {x, —x} = {y, —y}.

Observe que h & aberta. Seja W aberto em RP'. Como 7 é sobrejetora, 7t(n ' (W)) = W, e
portanto

R(W) = ﬁ<n(n—‘ (W))> = (Rom) (W) =h(n " (W)).

Pela topologia quociente, 7 '(W) é aberto em S', e usando o fato de h ser aberta obtemos
‘n(7f1 (W)) é aberto. Logo h(W) é aberto.

Portanto, sendo h bijegao continua e aberta, o Exercicio 1.22 nos garante que h~' & continua.
Portanto h é homeomorfismo, isto & RP' ~ S. [ |

Exercicio 2.18

Mostre que a fungao f: RP? — R* dada por
{=x,x} = (64 — X3, X1%2, X1%3, X2X3),

onde x = (x1,%2,%3) € S?, é continua e injetora.

Solugao. Como no Exemplo 5.3 das notas de aula, seja RP? = {{x, —x} : x € S?} com a topologia
quociente determinada por 7: $2 — RP?, 7t(x) = {x, —x}, e defina F: S* — R* por

F(x) = (X% _Xéa X1X2y X1X3, szs)»
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de modo que a aplicagdo do enunciado é a induzida por F no quociente. Agora, vejamos que F é
continua. De fato, pela mesma férmula de F, defina G: R?> — R?, isto &,

G(x) = (X] —x3, x1%2, X1X3, X2X3),

de modo que F = Gls2. Fixe xo € R?, considere x € R? com ||x —xo|| < 1 e defina M := ||xo]| + 1.
Assim, temos ||x|| < [|xo|| + ||x — Xo|| < M; em particular

il <M e |(xhil <M  parai=1,2,3.

Tomando A; := |x; — (Xo)i| e estimando as quatro coordenadas de G(x) — G(xo) (vocés devem
verificar essa parte), usando o fato acima atrelado ao fato de |[v|| < [vi|+|va| +|v3|+|v4| para v € R?,
obtemos

G(x) — G(xo)|| < M (441 +4A; +2A3) < 10M |[x —xo||  sempre que [[x — xol| < 1.

Seja V C R aberto e xo € G™'(V). Assim, existe ¢ > 0 com B(G(xo),¢) € V. Tomando

5::min{1 >0, M= |jxof +1,

i)
»10M
obtemos que se ||x — Xo|| < 9, entdo ||[x —x¢|| < 1, donde

IG(x) — G(x0)|| < TOM||x — xo|| < TOMS < ¢,

o que por sua vez implica G(x) € V. Assim B(xq,8) C G7'(V). Como xo € G~'(V) era arbitrario e
a topologia de R® provém da métrica, G~ '(V) é aberto em R?. Logo, G é continua.
Agora, seja V C R* aberto. Como F = Gls:,

F'(V)={xe$: G(x)eV}=G(V)nS-.

Uma vez que G '(V) é aberto em R3, segue que F~'(V) é aberto em S? (topologia do subespago).
Portanto F é continua.

Note que f é continua. Primeiro, temos que 7t(x) = 7t(x’) implica F(x) = F(x’); de fato, cada
coordenada de F é um polinémio homogéneo de grau dois, de modo que os dois sinais trocados se
cancelam:

(1) = () =x1 —%3, (—x1)(—x2) =x1%2, (—x1)(—%3) = x1%3,  (—x2)(—x3) = x2%3,

ou seja, F(—x) = F(x). Como 7(x) = 7t(x’) significa exatamente x’ = +x, a aplicagdo f: RP? — R*
definida por f({x, —x}) := F(x) esta bem definida: o valor ndo depende do representante escolhido.
Ainda, todo elemento de RP? é da forma {x, —x}, pois 7t é sobrejetora, e por construgio, temos

fomr=F

A Propriedade Universal da Topologia Quociente aplicado & sobrejecdo 7t e ao espago RP?
munido da topologia quociente, afirma que f é continua se, e somente se, f o 7t é continua. Assim,
pelos fatos constatados acima, segue que f é continua.

Por fim, mostremos que f é injetora. Basta mostrar que, para x,y € S?,

F(x) =Fly) = y=+x,
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pois f({x,—x}) = f({y, —y}) nos fornece F(x) = F(y), donde y = +x e portanto {x, —x} = {y, —y}.
Suponha F(x) = F(y), isto &,

Xi—X3 =yYi — 3, (1)
X1X2 = Y1Yyz, X1X3 = Yrys, X2X3 = Y2y3, (H)

e, por estarem em S?,
X5+ +x=1=y5 +y5+ 1yl (I11)

Caso 1: x§ = y2. Vale a identidade algébrica

(x7 — x%)2 + 4(x1xz)2 = X7 — 2X1%3 + X5 + 4xixs = (x] + x%)z,

e o mesmo com Y no lugar de x. Por (I) e (II), os lados esquerdos coincidem, logo
2 2\2 _ (2 2\2
(1 +x3)" = (i +y3)"-

Como ambas as bases sdo ndo negativas, segue que x? + x4 = y3 + y3. Por (III) obtemos x% = y3.
Caso 2: x3 # 0. Entdo y; # 0 e y; = £x3. Como queremos concluir y = +x e vale F(—y) = F(y),
podemos trocar y por —y se necessario e supor ys = x3 # 0. Entdo por (II) obtemos

X1X3 = Y1X3 = X1 = Yu, X2X3 = YX3 == X2 = Yy,

cancelando x3 # 0. Logo y = x.
Caso 3: x3 = 0. Pelo Caso 1, y; = 0, donde (III) reduz-se a

x%+x§:1 :yf+y§. (IV)

Somando (I) e (IV) membro a membro, obtemos 2x} = 2y3; subtraindo (I) de (IV), 2x5 = 2y3.
Logo
l=lyl e Pal=l V)

Devemos analisar trés sub-casos;

(3i) xy = 0. Por (V), y; = 0; e (IV)nos fornece x3 = 1 = y3, donde y, = 4x,. Assim y =
2 2
(O, 92,0) = :i:(o,Xz,O) = +£x.

(3i1) x2 = 0. Simetricamente y, = 0 e y; = +x;, donde y = +x.
(3iii) x1 #0 e x; # 0. Por (V) também temos y; # 0 e y, # 0, e podemos escrever
Yr=e&x, Yy =mx,  gnei+l, -1k

Substituindo em (II): x1x; = y1yz = enxyxz. Como x1x; # 0, cancela-se e resta en = 1, isto
€, ¢ =1. Portanto y = ex = £x.

Em todos os casos y = +x, e assim concluimos que f é injetora. [ |

42



Exercicio 2.19

Seja I =[0,1] C R e ~ a relagdo de equivaléncia sobre I: x ~ x’ se, e somente se, {x,x’} ={0, 1}
ou x = x’. Mostre que I/ ~ ¢ homeomorfo a S'.

Solugao. Sejam q: I — I/~ a projegdo quociente e g: I — S', g(t) = e(27t) onde e é definida
como no Lema 7. Agora, utilizando a figura abaixo como auxilio, vejamos que g existe, é continua
e bijetora.

A intuicao: dobrar e colar

0 g :
dobrar colar [0) ]] 7S
> — 0] =[]
0 1 q\& /g‘
1 0,11/~

g nao é aberta: um aberto S com 0 € Smas 1 ¢S

% g([O, e)) é arco semiaberto: contém (1,0) sem ser vizinhanga
g dele. Portanto o fato de g ser aberta nao pode ser herdada
=0 3 (1,0) da de g, ao contrario do que ocorreu na Fig. 2.4.
)

g € aberta: se W & aberto, S = q~' (W) satisfaz 0€ S & 1€

Y Pela Definigdo 5.1, S = q~ (W) & aberto; e de q(0) = q(1)

S=q T(W): 0€S & 1¢S5 g vem 0 € S & 1 € S. Além disso, g(W) = ¢(S). Como
g(1) = ¢(0), os dois pedagos verdes soldam-se num tnico
(1,0) arco aberto A(—2mb, 27e), de largura estritamente menor
0 ¢ 1-51 que 27t aberto pelo Lema 7.

Para o caso 0 ¢ S, segue que g é aberta; sendo bijegdo conti-
nua e aberta, é homeomorfismo.

De fato, para t, s € [0, 1], temos
g(t)=g(s) &< t—seZ < t=s ou {t,s}={0,1},

usando |t —s| < 1. Logo g(t) = g(s) se, e somente se, q(t) = q(s). Em particular, q(t) = q(s)
implica g(t) = g(s), de modo que, pela Propriedade Universal da Topologia Quociente, existe
g: 1/~ — S' continua com go q = g; ela é sobrejetora porque g o &, e injetora pela reciproca
daquela equivaléncia.

Note que g é uma aplicagio aberta. Seja W aberto em I/~ e considere S := q~'(W), que por
definicdo de T4 € aberto em [0, 1]. Além disso, como {0, 1} é uma classe de ~, tem-se q(0) = q(1) e
portanto

0esS &< q0)eW < q(1)eW & 1¢€8.

Como (W) = ¢(S), basta mostrar que g(S) é aberto em S'. Devemos analisar dois casos.

Caso I: 0¢ S (logo 1 ¢ S). Entdo S C (0,1). Sendo S aberto em [0, 1] e contido no aberto
(0,1) de R, o conjunto S é aberto em R (Lema 4.1(i), notas de aula). Como feito no Exercicio
2.15, S é unido de intervalos abertos de comprimento estritamente menore que 1, e e g leva cada
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um deles num arco de largura estritamente menor que 27, aberto pelo Lema 7. Com isso, obtemos
que ¢(S) é aberto.
CasoII: 0 €S e1eS. ComoS=0nN[0,1] com O aberto em R, existem ¢,6 € (0, JT) com

0,e)CS e (1-81]CS.

Considere S = S’ U [0,¢) U (1 —8,1], onde S’ := SN (0,1) é aberto em R pelo mesmo motivo do
Caso I. Entao
g9(S) =g(S") U g([0,e) U (1—35,1]).

A primeira parcela é aberta pelo Caso I. Quanto & segunda: como ¢(1) = ¢(0), os dngulos per-
corridos por t € (1 —6,1] e por t € [0,¢) formam, médulo 27, o intervalo (—27d, 2me), isto
g,
g([0,¢) U (1 —6,1]) = A(—2m8, 2me),

arco de largura 27t(d + ¢) < 7t < 27, o qual é aberto pelo Lema 7. Como a unido de dois abertos é
aberta, concluimos o desejado.

Portanto, sendo g uma bijegdo continua e aberta, pelo Exercicio 1.22, obtemos que g € home-
omorfismo. ]

Exercicio 2.20

Mostre que se X7 ~ Y; e X; ~ Y;, entdo X; X X; >~ Y; X Y,.

Solugao. Sejam f; : X; — Y; homeomorfismos e defina F: X; x X; — Y; x Y, por

F(x1,%x2) = (fi(x1), f2(x2)).

Note que a aplicagdo G(y1,yz) = (1“]’1 (y1), fz’] (y2)) satisfaz GoF =id e Fo G = id, por aplicagdo
coordenada a coordenada. Logo, F é uma bijegdo com inversa G. Ainda, temos que as componentes
de F sdo f; o1k, e f; o 7y, ou seja, compostas de aplicagdes continuas; portanto, continuas. Logo,
pelo Teorema 6.3 (notas de aula) temos que F é continua.

Por fim, note que pelos mesmos argumentos, com f;° ! no lugar de f;, que sdo continuas por
hipotese, obtemos que G é continua. Logo, F é um homeomorfismo. [ |

Exercicio 2.21

Sejam X, Y espagos metrizdveis com métricas dx, dy. Mostre que

d((x1,Y1), (x2,Y2)) = max{dx(x1,x2), dv(y1,Y2)}

€ uma métrica sobre X x Y que induz a topologia produto. Deduza que a topologia produto
sobre R™ x R™ coincide com a topologia usual sobre R™™,
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Solugao. O fato de d > 0 segue pelo fato deste ser o méximo entre dois nimeros maiores ou iguais
que zero; e d = 0 se e somente se ambas as parcelas sao nulas, isto é, x; = x; e y; =y,. Observe
que a simetria é herdada de dx e dy. Ainda, escrevendo p; = (xi,Yi),

dx(x1,%3) < dx(x1,%2) + dx(x2,%3) < d(p1,p2) + d(p2,P3),

e o mesmo para dy. O méaximo de dois nimeros ambos majorados por d(ps,p2)+d(p2, p3) também
o é, donde d(p1,p3) < d(p1,p2) + d(p2,p3), € assim obtemos a desigualdade triangular.

Ba((x,4),7) =Bax(x,7) x Bay (Y, 1)  [lallos < [laf2 < Vk[lallow (k=2)

Y
B, (x, rvﬁ)
de (yvr)
X °
(X)y] \ /
de (X)T)
Boo (%, 1)

pois max{a, b} < r se, e s6 se,

a<reb <r. E estaidentidade Ba(x,1) C Boo(x,7) C Bz(x,rﬁ):

que liga as duas topologias. cada bola de uma métrica contém
uma bola da outra em torno do
mesmo ponto, logo as topologias coin-
cidem.

Figura 2.5: A bola da métrica do méximo é o produto das bolas dos fatores; é dai que sai, nos dois
sentidos, a igualdade entre a topologia de d e a topologia produto. No caso X =Y =R, a bola do
maximo é um quadrado, encaixado entre as bolas euclidianas de raios r e rv/2, 0 que mostra que
d. € a métrica euclidiana induzem a mesma topologia em R¥.

Além disso, uma vez que max{a, b} < r se, e somente se, a < r e b < r, obtemos

Bd((xyy%r) = de(x)r) X de(y,T),. (*)

Note que uma aberto na topologia gerada por d, T4, é unido de bolas abertas (na métrica d),
e por (x) cada uma dessas bolas é um elemento basico da topologia produto (veja Definigdo 6.1,
notas de aula). Como a unido de abertos é aberta, segue que T4 C Txxy. Por outro lado, seja U x V
béasico e (x,y) € U x V. Como U é aberto em (X, dx), existe r; > 0 com Bg, (x,1;) € U; analogo
T, > 0 para V. Com r := min{r, 1;} > 0, por (), obtemos

Bd((x,y),r) - de(X) T) X de(y,T‘) g u x V

Logo todo béasico do produto é aberto em T4, e portanto todo aberto do produto também (Lema
2.5, notas de aula). Com isso, Txxy C Tq. Com isso, a métrica d induz a topologia produto.
Para p > 1, escrevemos, para u,v € RP,

P N\ 172
d,(u,v) == (; hw — vy ) e pplw,v) = max —wil,
i=

para representar as métricas euclidianas e do maximo, respectivamente.
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Denotamos por @ a bijegdo natural
@ :R" x R™ — R™™, O ((ary...,an), (b1,..., b)) = (ar,...,an, by, ..., by).
No que segue, utilizaremos o seguinte resultado auxiliar presente no livro do Munkres:

Lema 8 (Lema 20.2, Munkres). Sejam d e d’ métricas sobre um mesmo conjunto M, e sejam
T4, Tar as topologias induzidas. Entao

Tq C T & para cada x € M e cada ¢ >0 existe 6 >0 com By/(x;0) C By(x;e).

Agora, note que para todo p > 1, temos 14, = T,,, € €ssa € a topologia usual de RP. De fato,
sabemos que para w € RP,

1/2
maxw < (Y i) < (p-maxwiP)" = /p maxiwi. (A.1)

Dessa forma, utilizando o Lema 8 com d = p, e d’ = d,,, dados x e ¢ > 0, tome & = ¢. Se
dy(y,x) < ¢, entdo por (A.1) com w =y — x obtemos p,(y,x) < dy(y,x) < €. Logo

de (X» E) - Bpp (X) 8))

donde segue que T,, C Tq,. Por outro lado, seja d = d, e d’ = p,. Dados x e ¢ > 0, tome
6:=¢/\/p. Se pply,x) < &/,/p, novamente utilizando (A.1) obtemos d,(y,x) < /P pp(y,x) < €.
Logo

By, (x,€/v/p) C By, (x,¢€),

e assim Tq, C Ty, -

Portanto 14, = T,,; € Tq, €, por definigdo, a topologia usual de RP (Exemplo 1.2 e Observagéo
1.3, notas de aula).

Ainda, note que @ é uma isometria de (R™ xR™, d) sobre (R™™, pnim), onde d = max{py, P}
é a métrica do enunciado. De fato, sejam (a,b), (a’,b’) € R™ x R™, e ponha

z:=®(a,b) =(ar,...,an,b1,...,bn), z':=®(a',b") = (aj,...,a,,b1,..., b5 ).

As coordenadas de indice 1,...,n de z sdo as de q; as de indice n+1,...,n+ m sdo as de b, com
Zn4j = bj. Assim, temos que

A o o RN _ I/
Prim(z,2') = max |z —zi| = maX{ max |a; — af, %glb) bj| } =d((a,b), (a’,b"),
~~ v
= pﬂ(aya/) = pm(bvbl)

o que nos garante @ ser uma isometria. Além disso, é sabido que uma bijegdo isométrica leva bolas
em bolas de mesmo raio, donde @ (B4(P,¢)) = B,,.,.(P(P),¢), e como as bolas formam base das
duas topologias em questio, segue que ® e ®~' levam bésicos em béasicos; logo @ ¢ homeomorfismo
de T4 sobre T, ...

Por fim, pelos fatos constatados acima, ao considerar p = n, obtemos que a topologia usual
de R™ é 1, ; logo R™ é metrizavel pela métrica p, (com o mesmo ocorrendo para R™ com p,);
utilizando a primeira parte deste exercicio, com X = R", dx = pn, Y = R™ e dy = py,, obtemos que

46



a topologia produto de R™ x R™ é 14, onde d = max{pn, pm}; pelo fato de @ ser isometria, leva 14
sobre T, ., ; € ainda, considerando p = n + m, segue que T, ., é topologia usual de R™"™. Com
isso, obtemos

@ (topologia produto de R* x R™) = ®(tq) = T,,,,, = topologia usual de R™*™,

o que termina o exercicio. |

O gréfico de uma fungdo f: X — Y é o subconjunto {(x, f(x)) : x € X} C X X Y. Mostre que se
f é continua, entdo seu grafico é homeomorfo a X.

Solugao. Denote por I o gréfico de f, considere sobre I'; a topologia induzida de X x Y e defina
v: X — Tf por y(x) = (x,f(x)). Note que y é continua, uma vez que vista como aplicagdo
X — X x Y, suas componentes sdo idx e f, ambas continuas, e pelo Teorema 6.3 (notas de aula),
temos v : X — X x Y é continua.

Ao analisar a restrigdo, um aberto de I é da forma VN T}, com V aberto em X x Y, e assim

YH(VATY) ={x:y(x) € Vey(x) €T} ={x:y(x) € VI=vy(V),

pois y(x) € It vale sempre. Logo v : X — T} é continua. Ainda, note que y é uma bijegdo sobre I7%;
a sobrejetividade segue pela defini¢do de y; para injetividade, basta observar que se y(x) = y(x’),
comparando as primeiras coordenadas, obtemos x = x’.

Agora, observe que a inversa de y é p = 7ix|r,: [t — X e é continua. De fato, note que
ply(x)) =x e y(plx,f(x))) =v(x) = (x,f(x)). Para U aberto em X,

p (W) ={(xf(x):xeU} =m (U)NT,

Y
r XT————T
£(x) y(x) P = 7l
poy =idx, yop = idr

p (W) = 71;] (U)NT¢: é o trecho do grafico sobre a faixa laranja. Como n;l (U) é aberto em X x Y,
entao p—!(U) aberto em T}, ezibindo o aberto do ambiente, como a definigdo exige.

Figura 2.6: A aplicagdo y(x) = (x,f(x)) “levanta” X até o grafico, e a projegdo 7y restrita a I
o traz de volta; as duas sdo mutuamente inversas. A continuidade de y vem do Teorema 6.3
(componentes idx e f); a de p, da identidade destacada acima.

e Ty (U) é aberto em X x Y pelo Teorema 6.1 (notas de aula). Logo, p~'(U) é aberto em T7.
Portanto, concluimos que y: X — I € um homeomorfismo. [ |
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Prove que R? \ {0} é homeomorfo a R x S'.

Solugao. Considere A = (0,400) C R e S' C R?, ambos com as topologias induzidas, e defina
@:A xS SR\ {0} ey :R*\{0} = A x S, respectivamente, por

onz) =1z ¢ ) =(IM, ).

vl
Note que ambas as aplicagdes estdo bem definidas. De fato, ||@(r,z)|| = r||z|]| = r > 0 donde
segue @(r,z) # 0. Para \{, note que v # 0 implica ||v|| > 0, e assim ||v/\|v|||| =1.
@(ryz) =1z
— ( : altura =t (ou logr, apbs exp)
—
b) = (vl v/IvID

A x §!
R?\ {0}

== 0 circulo de raio r corresponde ao circulo horizontal & altura r; == cada semirreta pela origem

corresponde a uma geratriz vertical (aqui desenhada na frente do cilindro, no mesmo angulo do raio
destacado).

exp Xid %) 5
RxS ——— A xS ————— R\ {0}

Agora, note que ¢ é inversa para | (com o contrario também verdade); basta observar que
v
Q) = M=y b)) = (el
usandor >0 e [|z]| = 1.

Também temos que ¢ e 1 sdo continuas. De fato, com relagio a ¢, pelo Exercicio 2.4, A e S!

sdo metrizaveis pelas restrigdes das métricas euclidianas. Pelo Exercicio 2.21, a topologia produto
de A x S' é induzida pela métrica

D((T)Z)) (T0>ZO)) = IIlaX{|T—T'0|, ||Z_ZO||}°
Fixe (vo,20) € suponha D((r,2), (10,20)) < 1, de modo que 1 < 1o+ 1. Como ||zo|| =1,
vz — Tozo| = ||7(z — 20) + (v — 10)z0|| < 7|z — 20| + [T — 7ol < (0 +2) D((r,2), (r0,20)).

Dado ¢ > 0, tome & := min{1, ¢/(ro+2)} e note que se D < & entédo ||@(r,z) — @ (10, 20)|| < €. Logo
@ : A xS" — R?é continua. Como ¢ toma valores em R? \ {0}, a restricdo é continua, uma vez
que para V aberto em R?,

o (VR (0D) = o' (V).
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Pelo Teorema 6.3 (notas de aula), para que 1 seja continua, basta que as duas componen-
tes o sejam. Considerando ;(v) = ||v||, observe que |||v|| — [w]| < [lv — w| implica que 1,
é 1-lipschitziana, logo continua em R? \ {0}; seus valores estio em A, e a restricio é continua.
Considerando {,(v) = v/||v||, para v,w # 0 obtemos

v wwlv—vlw

TR = Wl [wilv = [[vlw = [[w](v —w) + ([[w]| = []v])w,

donde ||[wl[v — [[v[lw]| < [w][[[v=wll + [lv—wl| [[w] = 2]w] v — w] e assim

Fixe wy # 0. Se ||[v—wo|| < |[wo||/2, entdo [|v|| > |[[wo]|/2 e

A% w

— <
VI i H N

[W2(v) — 2w || <

 —
T IV —Wo
ol ’
o que da a continuidade em wy (tome & = min{||wol|/2, €|[wol||/4}). Os valores estdo em S', e a
restrigdo é continua.

Assim, ¢ é bijecdo continua com inversa continua, donde A x S' = R?\ {0}. Ainda, sabemos
(cursos de Anélise) que exp : R — (0, +00) é continua, bijetora (estritamente crescente, com limites
0 e 400, pelo Teorema do Valor Intermediario) e sua inversa log é continua; assim temos R ~ A.

Por fim, utilizando o Exercicio 2.20 aplicado a exp: R — A eid:S" — S', obtemos

RxS' = AxS' = R\ {0},

o que termina o exercicio. n

Exercicio 2.24

Mostre que a topologia produto sobre X x Y é a topologia mais fraca tal que as projegoes 7ty
e Tty sdo continuas.

Solugao. Primeiro, note que pelo Teorema 6.1 (notas de aula), a topologia produto torna as
projecoes continuas.

Agora, seja T uma topologia sobre X x Y tal que mx: (X x Y;T) = X e my: (X x Y,T) — Y sdo
continuas. Sejam U aberto em X e V aberto em Y. Por continuidade,

n'(W=UxYet e m'(V)=XxVer
Como T é topologia, é fechada por intersecdes finitas, donde
UxY)N(XxV)=UxVenr.

Assim todos os elementos basicos da topologia produto estdo em tT. Pelo Lema 2.5 (notas de
aula), todo aberto da topologia produto é unido de elementos basicos; sendo T fechada por unides
arbitrérias, conclui-se que a topologia produto esta contida em T. [ ]
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m (W) =UxY

\% UxV (V) =X x V V \”\:

u X

Se T € uma topologia sobre X X Y que torna 7tx e 7y continuas, entdo a faixa azul ’7'[;(] (U) e a faixa
laranja 7'(;] (V) pertencem a T; sendo T fechada por intersegéo finita, o retangulo

UxV=(UxY)n(XxV)

também pertence. Logo T contém todos os elementos basicos e, pelo Lema 2.5, contém a topologia
produto inteira.

Figura 2.7: A figura representa a demonstragdo: o elemento basico U x V é a intersegdao de duas
faixas, e cada faixa é a pré-imagem de um aberto por uma das projegdes. Qualquer topologia que
torne as projegdes continuas é, portanto, obrigada a conter todos os bésicos do produto.

2.2 Extras P2

Seja (X, T) um espago topolégico e considere (S,Ts), onde S C X. Entdo F C S é fechado em

S se, e somente se, existe F; C X fechado tal que F=SnNF.

Solugao. Suponha que F seja fechado em S. Entdo, tem-se que S\ F € 15 €, portanto, existe U € T
tal que S\ F = SN U. Mostremos que F = SN (X\ U). Supondo x € F, temos x ¢ S\ F, ou seja,
x ¢ SN U o que por sua vez implica x ¢ U, uma vez que x € S. Logo, x € X\ U e assim obtemos
x € SN (X\ U). Por outro lado, se x ¢ F entdo x € S\ F, ou seja, x € U (em particular) o que por
sua vez implica x ¢ X\ U. Concluimos entdo que de fato F = SN (X \ U). Considerando F; = X\ U,
obtemos o desejado.

Por outro lado, suponha que F =S N F;, com F; fechado em X. Com isso, tem-se que

S\F=S\(SNF)=Sn(X\F),

o que nos garante S \ F € s, concluindo o exercicio. [ |

Exercicio 2.26

Seja f: X — Y uma fungdo. Suponha que X = |J, U, é uma unido de abertos U,, nos quais
as restrigdes f|y, : Uy — Y sdo continuas. Mostre que f é continua.

Solucao. Seja V um aberto arbitrario em Y. Uma vez que f|y, é continua, obtemos

(fluy) ™" (V) € T, (2.1)

50



Ademais, note que

(flu) " (V) ={x e Uy : fly, (x) e VI={x € Uy : f(x) € V}

(V) ={xeX:f(x) e V}={xeJ,U:f(x) € V}
donde segue que
(flu) ' (V) = £7(V) N Uy, para todo A, (2.2)

uma vez que ambos os conjuntos representam os pontos x em U, tais que f(x) € V.
Por (2.1) e (2.2) atreladas ao fato de X = | J, U,, obtemos

V) = F(VINW)

A

é um aberto em X e, portanto, f é continua. [ |

Seja (X,T) um espago topoldgico e f: X — Y uma aplicagdo sobrejetora, com Y =: (Y, T;).
Ainda, suponha que em X tenhamos a seguinte relagao de equivaléncia definida: x1,%; € X,
X1 ~ X, se, e somente se, f(x;) = f(x;). Mostre que (X/ ~) ~ Y.

Solugao. De inicio, é importante observarmos que a relagdo de equivaléncia em questao foi de-
finida para que, de certo modo, tenhamos a injetividade na hora de verificar a existéncia do
homeomorfismo. Isso posto, seja f a aplicacdo definida no enunciado e considere 7t: X — X/ ~ a
projecdo natural, 7t(x) = [x], onde X/ ~ est4 munido da topologia quociente determinada por 7.
Utilizaremos o diagrama a seguir para auxiliar no resolugao do exercicio.

Considere f: (X/ ~) — Y por f([x]) = f(x), e note que f estd bem definida. De fato, para
[x1], [x2] € (X/ ~) temos

1] = [x] & x1 ~ %2 & f(x1) = f(x2) & F([x1]) = F([x2]),

o que nos garante que f esta, de fato, bem definida. Por argumentos similares, temos que f é
injetora. Além disso, uma vez que f é sobrejetora, dado y € Y existe x € X tal que f(x) =y e, pela
defini¢do de f obtemos f([x]) = f(x) =y. Logo, f é sobrejetora.

Agora, note que f também é continua. Como f é continua (pelo fato de estarmos munido Y da
topologia quociente por f, veja Observagdo 5.2 das notas de aula), entdo a Propriedade Universal
da Topologia Quociente nos garante que f é continua, haja vista que f o = f. Ainda, seja
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g: Y — (X/ ~) a inversa de f definida por g(y) = [x], com y = f(x) (pois f & sobrejetora), e note
que por argumentos similares aos utilizados anteriormente, temos que g é continua, haja vista que

gof(x) = g(f(x)) = gly) = x] = m(x),

ou seja, go f =
Portanto, sendo f uma bijegdo continua com inversa g também continua. concluimos que f é
um homeomorfismo. |

Exercicio 2.28

Considere {Xj)Jxen uma familia de espagos topoldgicos, e considere X = [ [,., Xa. Compare a
topologia produto com a topologia da caixa (box topology) em X. Além disso, considere a
sequéncia {w;} em R® dada por

W1:(1)1)---)) W2:(0>2)2)---)’ W3:(O»O»3»33---)»

Esta sequéncia é convergente com a topologia da caixa?

Solucgao. O problema: o que deve ser um “aberto” num produto infinito?
Seja {Xyhea uma familia de espagos topologicos. O produto cartesiano

X=1]x
AEA
€ o conjunto das fungdes x que a cada A associam um ponto x, € X,. Para cada p € A temos a
projecao
M, 0 X — Xy, T (X) = Xy

Queremos definir uma topologia para X. A ideia mais natural é tomar como abertos bésicos
os “retangulos generalizados” [ [, U, com cada U, aberto. Quando A é finito, essa é a definigdo
do Capitulo 6 das notas e ndo h& mais o que discutir. Quando A é infinito, ha duas escolhas

razoaveis, e elas nao coincidem.
As duas defini¢oes (Munkres, §19)
Topologia da caixa t7. A base para essa topologia é dada por:

Bo = { HU)\ : U, aberto em X, para todo A } .

AEA

Topologia produto t5;. Sabemos que a base é representada por:

Bn = { H U, : U, aberto em X,, e U, = X, para todo A fora de um conjunto finito } .
AEA

A diferenca entre elas pode ser representada na seguinte frase: na caixa, pode-se restringir
todas as coordenadas; na produto, apenas um ntmero finito delas.
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Ambas sao bases. Verifiquemos as duas condigdes da Defini¢do 2.1 (notas de aula) para By (para
By € idéntico). (i) X =[], X\ pertence a colegdo, logo todo ponto estd em algum elemento basico.

(ii) A intersegdo de dois é
(TTw) 0 (ITv) =TT ),
A A A

pois x estd no lado esquerdo se, e somente se, x, € U, e x, € V), para todo A. O lado direito é
novamente um elemento da colegdo, e pode ser tomado como o B; da Definigdo 2.1. No caso de
B, se Uy = X, fora de F e V), = X, fora de G, entdo U, NV, = X, fora de FU G, que ainda €
finito, e é s6 aqui que a finitude é usada.

Formulacao por sub-base. A topologia produto é também a gerada pela sub-base
S={m'(U,) : peA, U, aberto em X, },

pois 7t;1 (U,) é o produto que restringe uma sé coordenada, e intersegdes finitas desses conjuntos
sdo exatamente os elementos de By. A topologia da caiza nao admaite descrigao andloga por
sub-base com um niumero finito de intersegoes: é esse o cerne da diferenca.

Comparacao entre as topologias

A produto é sempre mais grossa. Note que todo elemento de By pertence a By, uma vez
que a observagao“U, = X, salvo finitos” é uma restricdo, ndo uma liberdade. Tomando unides,

obtemos

Se A é finito, elas coincidem. Se o conjunto de indices A é finito, a observagao “salvo um
nimero finito de indices” é automaticamente satisfeita por qualquer escolha dos U,: basta tomar
o conjunto finito igual a A. Logo By = Bo e tq = 1g. B por isso que o Capitulo 6 (notas de
aula), que trata de X x Y, ndo precisa distinguir as duas nogdes, e tal distingdo costuma causar
uma confusao a primeira vista.

Se A é infinito, a inclusao é estrita. Para tal, vejamos o seguinte resultado.

Proposicao. Suponha A infinito e que exista uma infinidade de indices A para os quais X,
tenha um aberto U, com ) # U, C Xy. Entdo tq C 0.

Prova. Escolha indices distintos Aj, A, ... e abertos préprios ndo vazios U,, C X,, . Defina

=

Uy, A=A,

B := Vi, Vi =
v v {XM

que é ndo vazio e pertence a Bp.
Suponha, por absurdo, que B € 157 e tome x € B. Existem [ [, W) € By e um conjunto finito
FC A com

caso contrario,

XEHW;\QB e W, =X, para A ¢ F.
A

Como F é finito e os A sdo infinitos e distintos, existe k com A ¢ F. Comparando coordenada a

coordenada a inclusao HA W, C B no indice Ay nos fornece
X}\k — W)\k g V}\k - U}\k C X)\k’

=

0 que sabemos ser um absurdo. []

53



Na prova acima, é importante observarmos onde a hipétese é usada. Se os X, fossem todos
indiscretos, ndo haveria abertos préprios nao vazios e as duas topologias coincidiriam mesmo com
A infinito. A hipétese é, portanto, essencial e satisfeita em todos os exemplos usuais (X, = R, por
exemplo).

Trés consequéncias que vocés devem guardar

(1) A propriedade universal vale para a produto e falha para a caixa.

Utilizando (Munkres, Teorema 19.6), com Ty,

f:A— HX;\ é continua &= m, o f é continua para todo A.
A

Tal argumento falha para 17. Tome
f:R— R, f(t) = (t,t,t,...).

Cada componente 7; o f = idr € continua. Mas, com

B = H(—} }) €1y,  f(0)=0¢ B,
jeN
tem-se
f1(B) = {t eR: |t < } para todo j € N} = {0},

que nao é aberto em R. Logo f nao é continua para to.

Ambas as topologias tornam as projegoes continuas. Mas a produto é a mais grossa com essa
propriedade (compare com o Exercicio 5 do Cap. 6, no caso de dois fatores), e é essa minimalidade
que faz a propriedade universal funcionar. A caixa tem abertos demais: exigir que f~' leve todos
eles em abertos é exigir demais de f.

(2) Na caixa ha menos sequéncias convergentes

Se tn C To e x; — X em T, entdo x; — x em Ty (hd menos vizinhangas a satisfazer). A
reciproca falha; o exercicio em questdo exibe o contraexemplo padrao.

(3) Outras diferencas (apenas para guardar)

e Metrizabilidade. R® é metrizavel com Ty, € ndo é metrizavel com 1.

e Conezidade. R® é conexo com Tyy; com T € desconexo (o conjunto das sequéncias limitadas
e o das ilimitadas formam uma cisdo).

e O gque nao muda. Ambas sdao de Hausdorff quando cada X, o é, e em ambas vale

HAA :HA_A)

veja Munkres, Teoremas 19.4 e 19.5.

e Hd algo entre as duas. Em RJ, a topologia uniforme satisfaz Ty C Tunir C To quando | é
infinito (Munkres, Teorema 20.4).
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Agora, vejamos ultima pergunta do exercicio com relagao a sequéncia {w;} em R®.

Enunciado. Em R® = [ [._y R, considere

jeN
W1:(]»]»]»---)» WZZ(O)Z)Z)---)) W32(0>0>3>3>---)>

isto é,
0, j<1
(wi)j = {.’ L
1, >
Esta sequéncia converge na topologia da caixa? Nao.

Na topologia produto, temos w; — 0. Seja ]_[]. U; € By com 0 € ]_[). U;: cada U; é aberto
em R com 0 € Uj, e U; = R para todo j fora de um conjunto finito F. Ponha N := 1+ maxF (ou
N:=1se F=10). Sei> N, entdo todo j € F satisfaz j < i, logo (w;); =0 € U;; e para j ¢ F nédo
ha restrigdo, pois U; = R. Portanto w; € ]_[j U; para todo 1 > N, isto &,

w; — 0 na topologia produto.

Note que o tinico candidato a limite na caixa é 0. Suponha w; — z em 1n. Como Ty C 0,
todo aberto de Ty contendo z é também aberto de T, e portanto contém w; para i grande; logo
w; — z em Tr. Fixe j € N. A projecdo 7 é continua em Ty, de modo que a sequéncia numérica
((Wi)j)ieN converge a z;. Mas (w;); = 0 sempre que i > j: essa sequéncia numérica é eventualmente
nula, logo converge a 0. Pela unicidade do limite em R, z; = 0. Como j era arbitrario, z = 0.

Por fim, observemos que w; /4 0 na caixa. Considere

— 11
B"H( i j)'
jeN

Cada fator é aberto em R e contém 0, logo B € 1 e 0 € B. (Note que B ¢ t11: menhum fator é o
R inteiro.) Afirmamos que nenhum termo da sequéncia pertence a B. De fato, olhe a coordenada
de indice j =1 do termo w;: como i > i,

(wi)i =1,
e pertencer a B exigiria
i<l & <],

falso para todo i > 1.

Assim B é uma vizinhanga de 0 que ndo contém termo algum da sequéncia. Logo w; /4 0 em
10 e, portanto, {w;} nao converge na topologia da caixa.

A figura abaixo ilustra o comportamento da sequéncia.
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Coordenada j do termo w;

j=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6
Wi 1 1 1 1 1 1
w20 2 2 2 2 2
w3 0 0 3 3 3 3
wi 0 0 0 4 4 4
ws 0 0 0 0 5 5

Lendo por colunas (topologia produto): fixada a coluna j, os termos sdo eventualmente nulos.
Como um basico da produto controla apenas finitas colunas, basta ir além da maior delas: w; — 0.

Lendo todas as colunas de uma vez (topologia da caixa): a primeira célula vermelha da linha i
estd na coluna j = ievalei. A caixaB = ]_[j (—%, ]f) exigiria i < %, impossivel. Nenhum w; entra
em B.
Figura 2.8: A mesma sequéncia converge na topologia produto e ndo converge na da caixa. A dia-

gonal crescente é o obstéaculo, e s6 a caixa a “enxerga”, porque sb ela controla todas as coordenadas
simultaneamente.

Em resumo, é importante que vocés guardem os seguintes fatos observados neste exercicio.

produto Tp caixa 1
bésicos [ [ Ua U, = X, salvo finitos todos os U, livres
A finito coincidem
A infinito T € ™o
projecoes continuas sim sim
mais grossa com essa propriedade sim nao
propriedade universal vale falha
f(t) = (t,t,...) continua sim nio
w; — 0 sim ndo (ndo converge)
R® metrizavel sim nao
R® conexo sim nao

Para guardar: “Em produtos infinitos, a topologia da caixa tem abertos demazis”. Isso parece
inofensivo, mas destréi as duas propriedades pelas quais se quer um produto: a caracterizagao da
continuidade pelas componentes, e a boa nogdo de convergéncia coordenada a coordenada. Por
isso “topologia produto” significa, por convengdo, a definida no livro do Munkres (e notas de aula);
a mais grossa que torna as projegdes continuas. |
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3. Exercicios para P3
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