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[Importante: Cite os resultados que você utilizar na resolução dos exercícios!]

Exercício 1. Prove ou forneça contra exemplos para os itens abaixo:

(a) Se η é um polo simples para um função f e g é uma função analítica em η, então

Res(fg, η) = g(η)Res(f, η).

(b) Se φ possui um polo simples em ζ, então
1

φ(z)
possui um polo simples em ζ e

Res(1/φ(z), ζ) =
1

φ ′(ζ)
.

(c) Sejam ψ(z) =
F(z)

G(z)
, onde F,G são funções analíticas em D(z0, R) tais que F(z0) ̸= 0, G(z0) = 0

e G não é identicamente nula em D(z0, R). Então:

Res(ψ, z0) =
F(z0)

G ′(z0)
.

Exercício 2. Suponha que ζ seja uma função analítica em D(0, r) \ {0}. Mostre que ζ possui uma

singularidade removível na origem, desde que lim lim
z→0 |zζ(z)| = 0.

Exercício 3. Sejam p(z) =

n∏
j=1

(z−αj) um polinômio de grau n ≥ 2 com αj raízes distintas. Mostre

que ∫
|z|=r

1

p(z)
dz = 2πi

n∑
k=1

1∏
j ̸=k(αk − αj)

,

onde r > |αk|, para k = 1, 2, . . . . Além disso, veri�que que

n∑
k=1

1∏
j̸=k(αk − αj)

= 0, para todo αj, j = 1, 2, . . . , n .

Exercício 4. Mostre que

1

2πi

∫
γN

1

z2 sen z
dz =

1

6
+ 2

N∑
n=1

(−1)n

n2π2
,

onde γN é um caminho nas condições do Teorema dos Resíduos de Cauchy.

Exercício 5. Para os itens abaixo, determine e classi�que as singularidades, calcule os resíduos

(quando possível) e determine a parte principal da representação em série.

(a) (1− z3) sen

(
1

z

)
;

(b)
cos z

z2 − z3
;
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(c)
1

z4 − 1
;

(d)
ez

2

zn
;

(e)
z2 + 1

z2 − z
;

(f)
cos z

z
.

Exercício 6. Mostre os itens abaixo:

(a) Seja m ∈ N∗. Mostre que uma função f que é analítica em D(z0, r) \ {z0} possui um polo de

ordem m em z0 se, e somente se, f admite a seguinte representação em D(z0, r) \ {z0}

f(z) =
h(z)

(z− z0)m
, h(z0) ̸= 0,

onde h é uma função analítica em D(z0, r).

(b) Sejam f uma função analítica em um aberto A de C e z0 ∈ A. Prove que a função f tem um

zero de ordem m em z0 se, e somente se, a função
1

f
tem um polo de ordem m em z0.

Exercício 7. Calcule as integrais abaixo utilizando o Teorema dos Resíduos de Cauchy:

(a)

∮
|z|=2

1

(z− 1)2(z− 3)
dz;

(b)

∮
|z|= 3

2

1

1− cos z
dz;

(c)

∮
|z|=2

tan z dz;

(d)

∮
γ

8− z

z(4− z)
dz, onde γ é o círculo centrado na origem, de raio 7 e orientado no sentido

negativo;

(e)

∮
γ

1

z2 + 4z+ 13
dz, onde γ é o caminho de�nido por |z− 3i| = 3.


